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Vorschau

ATFS: Teil der Theoretischen Informatik, beschaftigt sich mit Wortern und Mengen
von Wortern (formale Sprachen).

Wichtige Fragestellungen

e Wie beschreibt man die (meist unendlichen) Mengen mit endlichem Auf-

wand?

— Automaten oder Maschinen, die genau die Elemente der Menge akzep-
tieren (vgl. BuK, endliche Automaten, Turingmaschinen).

— Grammatiken, die die Elemente der Menge generieren (vgl. Program-
mierung, kontextfreie Grammatiken).

— Ausdricke, welche beschreiben, wie man die Sprache aus Basisspra-
chen mit Hilfe von Operationemy U,”) erzeugen kann.

Abhéngig vom verwendeten Automaten- bzw Grammatiktyp bekommt
man verschiedene Klassen von Sprachen.

Klasse Automatentyp Grammatiktyp
TypO | Turingmaschine allgemelne Chomsky
grammatik

Tvol linear bandbeschrank-kontextsensitive

yp te Turingmaschine Grammatik

Typ2 | Kellerautomat :Entextfrele Grammay
. einseitig lineare

Typ3 | endlicher Automat Grammatik

Typ2 und Typ3 sind die wichtigsten Typen. Z.B. kdnnen Typ2 Sprachen
weitgehend die Syntax von Programmiersprachen definieren.

e Welche Problemstellungen sind fir eine Sprachklasse entscheidbar? Wenn ja,
mit welchem Aufwand?

— Wortproblem: Gegeben eine Beschreibung der Sprdctidutomat,
Grammatik) und gegeben Wart Gilt w € L?

Anwendungsbeispiele:



« Programmiersprache, deren Syntax durch eine kontextfreie Gram-
matik gegeben ist. Entscheide, ob ein Programm syntaktisch kor-
rekt ist.

x Suchpattern fur Textdateien sind haufig regulare Ausdriicke (be-
schreiben Typ3 Sprachen). Suche die DateieW\(0rter), welche
das Pattern enthalten, d.h. die zur beschriebenen Sprache gehoren.

— Leerheitsproblem: Gegeben eine Beschreibung einer Spiacl&ilt
L # (?

Anwendungsbeispiel:

« Wenn ein Suchpattern die leere Sprache beschreibt, so mufl3 man
erst gar nicht danach suchen.

— Aquivalenzproblem: Beschreiben zwei verschiedene Beschreibungen
dieselbe Sprache?

Anwendungsbeispiel:

«x Zwei Lehrbucher tber eine Programmiersprache beschreiben die
Syntax mit verschiedenen Grammatiken. Sind diese wirklich aqui-
valent?

e Welche AbschluReigenschaften hat eine Sprachklasse? z.B. Abschlul3 unter
n,u,”
Ly, Ly drin = auchL; N Ly, Ly U Ly, L; drin?
Anwendungsbeispiele:

— Suchpattern: Suche nach Dateien, in denen ein Patieinhvorkommt.

— Reduziere das Aq_uivalenzproblem auf das Leerheitsproblgm= L,
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Teil |

Endliche Automaten und regulare
Sprachen

0 Einfihrung

Endliche Automaten sind gekennzeichnet durch:

¢ endliche Menge von (internen) Zustanden

e Ubergange zwischen Zustanden abhangig von der internen Struktur des Au-
tomaten und von der Eingabe

Im Prinzip sind Rechner auch endliche Automaten: Sie haben endlichen Speicher-
platz und daher nur eine endliche Menge von Konfigurationen (Speicherplatzbele-
gungen).

Aber wegen der extrem grof3en Anzahl von Zustanden sind endliche Automaten

kein geeignetes Beschreibungsmittel fir Rechner. Man abstrahiert daher von der
Speicherplatzbeschrankung und nimmt potentiell unendlichen Speicherplatz an (z.B.
bei Turingmaschinen das unendliche Band).

Beispiel fur endlichen Automaten, bei dem diese Beschreibung adaquat ist:

Rickgabe

DlDM
DZDM

Preis 3 DM —




Eingaben: 1,2,r,d (Drehkreuz dreht sich)
Zustande: 0 DM, 1 DM, 2 DM, 3 DM

Zustandsubergéange:

Welche Eingabefolgen fiihren vom Zustand 0 DM zum Zustand 3 DM?

Teilweise interessiert man sich auch fir Automaten mit Ausgabe (z.B. Riickgabe
des Geldes, Freigabe der Sperre). Wir werden uns hier nicht damit beschaftigen.

Definition 0.1 (Grundbegriffe)

Alphabety
endliche Menge von Buchstaben a,b,c, ....

Wort w Uber dem AlphabeXt
endliche Folge von Buchstaben= a;asasay . ..a, mita; € ¥

Lange| w | des Wortesu

w=aj...a,|lw|=n z.B.|laba| =3

AnzahlderVorkommen| w | des Buchstabensin w
z.B.|abal, = 2

leeresWort &
hat Lange 0

Menge aller Worter



2+

="\ {e} (alle nichtleeren Worter)

formaleSprachel

Menge von Wortern
L C ¥* ist formale Sprache Ubet.
z.B.:
e Menge der Worter Uber dem Alphalet. . . 2 }, die korrekte Worter der
deutschen Sprache sind.

e Menge der Worter Uber dem Alphaldet. . . =}, die das Wort “Theorie”
enthalten.

Definition 0.2 (Operationen auf Sprachen und Wartern)

Boolescheélperationen
L, UL,
LiN Ly
Ly =%\ I,
Li\Ly:=LiNLy

Konkatenation
w-v:=uv 2.B.abb - ab = abbab
Ly Ly:={uv|u € Lyundv € Ly}
Konkatenationspunkt-* wird meist weggelassen.

KleeneStern iterierte Konkatenation

LY = {¢}

Ln+1 =In. ]
L* — UnZO Ln
L+ = UnZl L

Préafix, Suffix, Infix
w ist Prafix vonv, wennv = vw fir einw € ©*

u ist Suffix vonv, wennv = wu fur einw € X*
w ist Infix vonv, wennv = wuw, fUr wy, we € X*



1 Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition 1.1 Ein Transitionssystem ist von der Form= (Q, %, I, A, F), wo-
bei:

(2 Menge von Zustanden (beliebig grol3, auch unendlich)

Y endliches Alphabet

I C @ Anfangszustande

ACQRXXEXQ

F C @ Endzustande

endlicherAutomat: endlich viele Zustdnde, nur ein Anfangszustand

Definition 1.2 Das Transitionssystemh = (@, X, I, A, F') heif3tnichtdeterministischer
endlicherAutomat (NEA), wenn|Q| < cound|I| = 1 anstellevor{@, ¥, {qo}, A, F)
schreiben wirf@, X, qo, A, F).

Beispiel 1.3 A = (Q,%,q0, A, F) mit Q = {qo, ¢1, ¢}, X = {a, b}, F = {g=},
A ={(qo,a,q1), (q1,b,q2), (g2, @, q2), (g2, b, g2) } wird graphisch dargestellt durch

RS

Definition 1.4 Ein Pfad in einem Transitionssystem ist eine Folge

™= (p07 alapl)(ph CL2>p2) e (pn—h ampn)

mit (p;, a; 11, piv1) € Afuri =0,...,n—1. 7isteinPfadvonp nachg gdwp, = p
undp,, = g. Die Beschriftung vorr ist das Wort3(7) = a; . .. ay,.

Langevonw: n
Spezialfall:n = 0 leerer Pfad mit Beschriftung

Notation:

p —— 4 ¢. Es gibt einen Pfad vop nachg in A mit Beschriftungw.



Q1 —a Q2 Q1,Q2 € Qundeggibtg € Q;undgy € @ Mit g1 — 4 .
Beispiel: Fur den NEA aus Beispigl3gilt:
g0 2% 4 o fur allew € {a,b}*

Definition 1.5 Das Transitionssystem = (Q, %, qo, A, F') akzeptiert das Wort
w € ¥*gdw ] -, F. Die von A akzeptierteéSprache ¢rkannteSprache) ist

L(A) :={w € ¥* | A akzeptiertw}
Beispiel: NEA aus Beispiel.3
L(A) = {abw | w € {a,b}*}

Definition 1.6 Eine Sprachd. C X* heil3terkennbar gdw es einen NEA gibt
mit L(A) = L.

Aquivalenzvon Transitionssystemen:

A; und A, heiRendquivalent gdwl(A;) = L(A,), d.h. sie akzeptieren dieselbe
Sprache.

Beispiel 1.7 L = {w € {a,b}* | abistnicht Infix vonw} ist erkennbar:
b

O

Fur manche Konstruktionen ist es giinstiger, auch Ubergange mit Wortern zuzulas-
sen.

akzeptiertl

Definition 1.8

e Ein NEA mit Wortlibergdngen hat die Forth = (Q, %, g0, A, F'), wobei
Q, X, qo, F wie beim NEA undA C @ x ¥* x (Q eine endliche Menge von
Ubergangen.

e Ein e-NEA ist ein NEA mit Wortlibergéngen, wobei fur alle, w,q') € A
gilt:
lw| <1,d.h.w € ¥ oderw = ¢



Pfade, Pfadbeschriftungen und akzeptierte Sprachen werden wie bei NEAs
definiert.

Z.B. hat der Pfadqo, ab, ¢1)(q1, €, g2) (g2, bb, q3) die Beschriftungwb - ¢ - bb =
abbb

Satz 1.9 Zu jedem NEA mit Wortibergédngen kann meffiektiv (d.h. man kann
diesen NEA berechnen) einen aquivalenten NEA konstruieren.

Wir zeigen den Satz durch Umweg UlzeNEA:

Lemma 1.10 Zu jedem NEA mit Wortibergangen kann man effektiv einen aqui-
valentere-NEA konstruieren.

Beweis: p "% ¢ fir n > 1 wird ersetzt durchp = p; B py — ... po1 2 q,

wobeipy,...,p,_1 jeweils neue Zustande sind. Man sieht leicht, daf} dies einen
aquivalenterz-NEA liefert.

Beispiel 1.11

wird zu

a a b Q b
Lemma 1.12 Zu jedeme-NEA kann man effektiv einen dquivalenten NEA kon-

struieren.

Beweis: Dere-NEA A = (Q, %, g0, A, F') sei gegeben. Wir konstruieren daraus
einen NEAA' = (Q, %, qv, A, F’), wobei

o A ={(p,a,q) €EQxEXxQ|p—uaq}

o [ -— {F U {qO} falls 4o L>A F
F sonst

Zu zeigen:
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1. A’ kann effektiv bestimmt werden.

2. L(A) = L(A)
zu 1. A’ und F’ kdnnen effektiv bestimmt werden.

o p——aqgdwIp ¢ € Qmitp —4p, (1 a,¢) €A, ¢ ——aq.
Es bleibt zu zeigernpy —— 4 p’ kann effektiv entschieden werden. Dies ist ein
Erreichbarkeitsproblem in einem endlichen Graphen, mit Autw@d)| +
|A|) entscheidbar (siehe Vorlesung Datenstrukturen und Algorithmen).

e gy — F ist ebenfalls ein Erreichbarkeitsproblem.

ZUu 2.

o L(A)CL(A):
Seiw € L(A),w = a; . ..a,. Seit = (po, a1, p1)(p1,a2,p2) - - . (Pn-1, Gn, Pn)

ein Pfad mitp, = ¢o undp, € F unda; € ¥ U {e}, wobeiw = a; ...a,.
Seien; . .. i, Indizes mita;; # <. Offenbar giltw = a;; . . . Gip,.

1.Fall: Es gibt keinen solchen Index, d.fa.= ¢.
Es gilt alsogy = py —4 pn € F. Damitistq, € F’ und somit
e € L(A).

2.Fall: m > 0. Nach Definition vor\’ ist (po, aﬂ,pﬂ)(pﬂ, Cbig,pig) .. (pim717 aim,pn)
ein Pfad inA’.

o L(A)CL(A):
Esseiw = ay...a, € L(A") mita; € ¥. Sei(py,a1,p1)--. (Pn-1,n,Pn),
wobeipy, = ¢o undp,, € F".

ai+1

Nach Definition vonA’ gilt: p, — 4 p; 1. Also gibt es inA einen Pfad von
Po = qo hachp,, mit Beschriftungw.
1.Fall: p, € F Dannistw € L(A)

2.Fall: p, € F'\ F,d.h. p, = qoundp, = ¢ —4 ¢ € F Damit gibt
es einen Pfad mit Beschriftung von ¢, nachg. Damit folgt wieder
w e L(A).
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Anmerkung: Zu jedenendlichen Transitionssystem kann man effektiv einen aqui-
valenten:-NEA konstruieren.

Gegeben sei das endliche Transitionssystem (Q, X, I, A, F'). Wir definieren
daraus den-NEA A" = (Q U {qo}, %, g0, A", F),

wobeiqy ¢ Q undA’ := {(qo,¢,q) | ¢ € I} UA.
A’ ist offenbar aquivalent zd und eine-NEA.

2 Deterministische endliche Automaten

Was heif3t bei NEAsichtdeterministisch?
s

Fur ein gegebenes Paat a) € @ x X kann es mehr als eip geben, mi(q, a, ¢;) €
A.

Definition 2.1 Ein NEA A = (@, %, qo0, A, F') heil3tdeterministischeendlicher
Automat DEA), falls es fur alle(q, a) € @ xX genaweing’ € @ gibtmit(q,a,q’) €
A.

Anstelle der UbergangslationA schreibt man die Ubergarfgsktion

d:QxX — Qmitd(g,a) = ¢ gdw (¢,a,q’) € A. DEAs werden damit in der
Form(Q, %, qo, 6, F') geschrieben.

Beachte: Zusétzlich zur Eindeutigkeit (es gibt hdchsteng/emit (¢, a,¢') € A)
fordern wir auch die Existenz des Ubergangs (d.h. es gibt mindesters mib
(¢,a,q") € A). In der Literatur wird manchmal bei DEAs nur Eindeutigkeit gefor-
dert. Das macht bzgl. der definierten Sprachklasse keinen Unterschied.

Beispiel 2.2

12



:

Dieser Automat erflllt zwar die Eindeutigkeitsforderung, aber@ub) existiert
kein Ubergang! Ein aquivalenter DEA entsteht durch Hinzunahme eRagsiérkorb-

zustandesi,:
\
N

Definition 2.3 Die kanonischd-ortsetzung™* : Q x >* — Qvond : Q x X — @
wird induktiv definiert:

® 0°(¢,¢) :=¢
e 5*(q,wa) := 0(*(q,w),a)
Q

Der Einfachheit halber schreiben wir im folgenden auchftg ¥* anstatt* (¢, w)
einfacher(q, w).

Beachte: Fur einen DEA = (Q, %, qo, 6, F) qilt:

e §(q,w) = ¢ gdw ¢ der eindeutige Zustand mjt—- 4 ¢’ ist.
o L(A) :={weX"|dq,w)eF}
® d(q,uv) =0(5(q,u),v)

Ubung: Beweise die einzelnen Aussagen!

Satz 2.4 (Satz von Rabin/Scott) Zu jedem NEA kann man effektiv einen aqui-
valenten DEA konstruieren.

Das bedeutet, dal? die Einschrédnkung “deterministisch” keine echte ist.

13



Beweisidee: Seill = (Q, %, qo, A, F') ein NEA. Furw € ¥* gilt: w € L(A) gdw
{e€eQlaw—agdnF#£0mit{ge Qg —aq} C2°={P|PCQ}

Baue einen Automaten mit Zustandsmen§eund Ubergangsfunktion, fir die
gilt:
d({ao},w) ={qa€Qlaq ——aq}

Beweis: Man verwende die folgenB@tenzmengenkonstruktion: Sei= (Q, X, o, A, F)
ein NEA. Der DEAA’ := (29,2, {q}, 6, F') ist wie folgt definiert:

e §(Pe2?a€eX) :=Uyplt | (pap) e A}

o /. ={Pec2°|PNF#0}

Behauptung:¢’ € §({q},w) gdw ¢ —4 ¢. Daraus folgt unmittelbar.(A) =
L(A), da:

we L(A)gdw g€ F:q —aq
gdw Jge F:qei({q} w)
gdw d({qo}, w) N F #0
gdw 6({qo}, w) € F

gdw w e L(A")
BeweisderBehauptung: Induktion tber |w|

e |w| =0:56({q},e) = {q} (nach Definition 2.3) Es gilty — 1 q undq ist der
einzige Zustand mit dieser Eigenschaft (es gibt kéi# ¢ mit ¢ —— ¢/).

14



e |w| =n+ 1: Fur Worter der Lange gelte die Behauptung bereits.
w=uaMita € X,u € ¥* |u| = n.

Def2.3 Defv. d
6({q},ua) 7=""6(6({q}, u),a) 7="" Uyesqr.mld” | (¢, a,q") € A}
Zu zeigen: Ein Zustang” gehort zulUy es(q1,014" | (¢'5a,¢") € A} gdw
q—aq".

q—54q"gdw3q 1 ¢ —>4 ¢ und(¢,a,q") € A
gdwq' € 0({q}, u)

9dwq” € Ugesqrn{d” | (¢ a,4") € A}

Beispiel 2.5

DEAA': b\gb%:; :

Problem: Potenzmengenkonstruktion vergrof3ert die Zustandsmenge exponentiell.

Im Allgemeinen kann man dascht vermeiden. In vielen Fallen kann man aber
kleinere aquivalente DEAs konstruieren.

Allgemein: Wie konstruiere ich zu einem gegebenen DEA einen DEA mit
minimaler Zustandszahl?

Definition 2.6 Ein Zustand; eines DEAA = (Q, %, qo, 0, F') heil3terreichbar,
falls es einw € ¥* gibt, mitd(qo, w) = g. Sonst heil3y unerreichbar. Fur die
akzeptierte Sprache sind nur die erreichbaren Zustéande relevant.

Satz2.4 DEA (kann exponentiell groR werden)

NEA
Minimieren von DEA: 2 Schritte
1. Schritt:Eliminieren unerreichbarer Zustande.

Da fiur die akzeptierte Sprache nur erreichbare Zustande relevant sind, kann man
unerreichbare einfach weglassen. Dies liefert den aquivalenten Automaten:

AO = (Q0727q07607F0) mit

15



Qo = {q € Q | gerreichba¥,
80 := 0 |goxx ( Beachte: Fiy € Qo unda € ¥ istauchd(q,a) € Qy.),
FO =FN Qo.

Beispiel: Im Automatem’ von Beispiel 2.5 sind die Zustéande {2},unerreichbar.
Durch Weglassen erhélt man

Bei der Potenzmengenkonstruktion kann man sich auf die Berechnung der
erreichbaren Zustande beschranken. Beginne ggjtynd konstruiere daraus die
erreichbaren Mengen.

2. Schritt:Zusammenfassen aquivalenter Zustande.

Beispiel 2.7

Hier sind alle Zustande erreichbar. Dieser Automat ist nicht minimal, da er
dieselbe Sprache erkennt, wie der DEA aus Beispiel 2.2. Dies kommt daheg, dal
und g, &quivalent sind.

16



Definition 2.8 Es seid = (Q, %, qo, d, F') ein DEA. Firg € @ sei
A, = (Q,X,q,0, F). Zwei Zustande, ¢’ € () heiBenA-aquivalent § ~ 4 ¢’) gdw
L(Aq> - L(Aq/)

Im Beispiel2.7gilt: gy ~4 ¢o.

Lemma 2.9

1. ~ 4 ist eine Aquivalenzrelation audp, d.h. reflexiv, transitiv, symmetrisch.
2. ~ 4 istvertraglich mity, d.h.q ~4 ¢ = Va € X : 6(q,a) ~4 6(¢, a).

3. ~4 kann effektiv bestimmt werden.

Beweis:

1. Klar, da "="reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

2. q~aq gdw L(A,) = L(Ay)

gdw (g, w) € F
& id,w) e F = VYa € XYv € ¥ :
d(q,av) € F
& (¢, av) € F

gdw Va € X, Vv € ¥*:
0(0(g,a),v) e ' & 0(6(¢,a),v) € F

gdW Va € X : L(Ad(q,a)) = L(A(S(q/@))

gdw Va e X: §(q,a) ~46(¢,a)

3. Wir definieren Approximationenr, (k naturliche Zahl) vonv 4 :

@q¢~q gdw geF & JeF
(0) ¢ ~ki1qd gdw g ~p g undVa € X:  0(q,a) ~ 6(¢,a)

|
Esqgilt: QxQ D~y2D~ D~y D ... D~y. Da@ endlichist, gibt es eid
mit ~,=~1 . Man zeigt leicht, da® dand,=~ 4 .

Die ~ 4-Aquivalenzklasse eines Zustandes Q) bezeichnen wir mit
qg:={d|qg~adq}

Beispiel: Automat aus Beispiél7

~o: zwei Klassen’t = {¢1} , Q \ F = {qo, 2, ¢35}

~1: dreiKlassen{q: } , {9, ¢} , {q3}

17



Definition 2.10 Der Quotientenautomat := (Q, ¥, o, 6, F) ist definiert durch:
e Q={ilqcQ}

~ 4-Aquivalenzklassg nach Definition von~ 4

sl
I

o {q | g € F'} repréasentantenunabhéngig! nach Definition »on

(q,a) = d(q,a)

e Go={qlqg~aq}

S

!

e G={¢.4.4,...}
Seige FAq ¢ F

N—— N——

e€L(A,q) e¢L(Aq)

=qtaq

Lemma 2.11 A ist aquivalent zuA.
Beweis:w € L(A) gdw  d(go, w) € F
gdw  6(qo, w) € F )
gdw  (go,w) € F
—_———

Beh: 6(qo,w)=3(G,w)

gdw w € L(A)

siehe BeispieR.7
vgl. Beispiel2.2

Definition 2.12 Fir einen DEAA bezeichned,., = A, denreduzierten
Automaten, den man ausdurch eliminieren unerreichbarer Zustaridg) und
zusammenfassen aquivalenter ZustandeAparhalt.

Wir werdenzeigen:

e A,..q kann nicht noch kleiner gemacht werden, d.h. er ist ein Automat
minimaler Zustandszahl dér( A) erkennt.

e A,.qhangt nurvon.(A) und nicht vonA ab, d.h. giltL(A) = L(B), so gilt
Areqa = Breq, Wobei isomorph gleich bis auf Zustandsumbenennung
N———

isomorph
bedeutet.

Wir konstruieren zur Sprachk einen “kanonischen” Automate#,, und
zeigen, daf¥,., = A, fur alle Automatend mit L = L(A).

18



Definition 2.13 (Nerode Rechtskongruenz)  Es seil C ¥* eine beliebige
Sprache. Fuu, v € ¥* definieren wiru 2, v (v undv sind kongruent) gdw
Yw e ¥X* tuw € L < vw € L.

Beispiel 2.14 \ergleiche:1.72.22.7
L = {w € {a,b}* | abist nicht Infix vonw}
e c= b:Vw ewel
gdw we L
gdw w enthéltab nicht

gdw bw enthaltab nicht
gdw bw € L

e c¥,a:cbe L, aberab ¢ L

Lemma 2.15 (Eigenschaften von 22;)

1. =, ist Aquivalenzrelation.

2. =, ist rechtskongruent, d.h zusatzlich zu 1. gilZ;, v = ww =, vw fur
allew € x*.

3. List Vereinigung vore-Klassen:
L = UUEL[U]y WObG'[U] = {/U | U gL ,U}

4. Ist L = L(A) fur einen DEA, so gilt:
Anzahl der=;-Klassen, Index vogZ;, < Zustandsanzahl von A.

Beweis:

1. Klar, da< reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

2. Damituw 2, vw gilt, muR fir allew’ € * gelten:
uw e L gdw vw €L
ex* exx
Daww € X* ist, folgt das aus: =, v
3. L = Uuer[u]
“C”  trivial, dau € [u]
“D”  Zuzeigen: Istu € L undv € [u], so auchy € L.
Wegenu =, v folgt ue € L gdwwve € L.

19



4. EsseiA = (Q,%, qo, 0, F') ein DEAmIitL = L(A).

Behauptung: §(qo, u) = §(qo,v) = u =g v
denn: Vw:uw € L
gdw  (qo,uw) € F
gdw  (6(qo,u),w) € F
0
0(go, u) = 0(go, v)

g
gdw  §(d(qo,v),w) € F
gdw  §(qy,vw) € F
gdw ovw € L

d.h. Behauptung schon gezeigt

Annahme: Es gibt mel# -Klassen als Zustéande in Q.
|Q| = n. Dann gibt es mindestems+ 1 Worter
Uy .. Up41 mit U %\—éL U far Z%j

Betrachte&(qo, u1), ... §(qo, uns+1), da|@| = n gibt esi # j mit
d(qo, w1) = 0(qo, uj) = Behauptungu,; =, u; Widerspruch!=-
Behauptung!

Beispiel2.14(Fortsetzung):

2, hat drei Klassen.

I U{ e] = {b}* — Um L zu verlassen, muf¥ ab enthalten.
[a] = {b*}{a}t — Um L zu verlassen, mu® ab enthalten, oder mii beginnen.

lab] = *{ab}E* niein L

Man kann dle%’ r-Klassen als Zustande eines AutomatenZiguffassen.

Definition 2.16 Zu L C ¥* ist das Transitionssystery, = (Q', %, gy, 6, F')
definiert durch:

e Q={u|uex

e 0 ([u],a) = [ua] reprasentantenunabhangig wegen Ler@m&
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Lemma 2.17 Hat=, endlichen Index, so ist;, DEA mit L = L(AL).
Beweis: DaA;, dann nur endlich viele Zustdnde hat, #st offenbar ein DEA.
L(Ap) = {u| & (g0, u) € F'}
= {u|d(fe].u) € F'}
= {u][u] € F'}
dad’([u],v) = [uv] mit Ind. |v|
={u|luel}=1L
O

Satz 2.18 (Satz von Nerode) Eine Sprachd. ist erkennbar gdv; endlichen
Index hat.

Beweis:

“=" Ist L erkennbar, so gibt es einen DEAmIt L = L(A). Mit LemmaZ2.15
ist der Indexn =; < Anzahl der Zustande von, also endlich.

<" Hat 2, endlichen Index, so ist mit Lemnial7 A; ein DEA mit
L = L(Ayp). Alsoist L erkennbar.

Beispiel 2.19 (nicht erkennbare Sprache) L = {a™b" | n > 0} ist nicht
erkennbar, denn fl # m gilt «” 2%, a™. Es gilt jaa"b" € L unda™b™ ¢ L.
Zusammenhang zwischen reduzierten Automaten und der
Nerode-Rechtskongruenz.

Definition 2.20 Zwei DEAsSA = (Q, %, g, 6, F) und A" = (Q', %, q;,6 , F)
sindisomorph(A = A") gdw es eine Bijektiorf : Q — Q' gibt mit

e flo)= qé

e F =[f(F)={f(g)|lqeF}

o [f(d(g,a)) =5 (f(q),a)

Lemma2.21 A=A = L(A) =L(A)

Beweis: Man zeigt leicht durch Induktion tibler|, daRf(5(q,w)) = &' (f(q), w)
w € L(A)gdw  0(qp,w) € F
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f(F)=F gdw  [(3(qo,w)) € F
gdw 4 (f(q),w) € F
gdw 0 (qp,w) € F
gdw w e L(A)

Satz 2.22 Es seil eine erkennbare Sprache. Dann gilt:

1. A; hat minimale Zustandszahl unter allen DEASs, weléherkennen.

2. Ist Aein DEAmIitL(A) = L, soistA,.q isomorph zuA,,.
Beweis:

1. Mit Satz2.18hat=; endlichen Index. Daher ist mit Lemn2al7 A;, ein
DEA fur L. Mit LemmaZ2.154 hat jeder DEA, def., erkennt, mindestens so
viele Zustande, wiéZ; Klassen hat. Die Zustandszahl vdn ist ja genau
die Anzahl der=; -Klassen.

2. SeilL = L(A). Zu zeigen:A,.; = Ap. Es seid,.q = (Q, %, qo, 0, F') und
Ap = (Q', %, q5, 0, F'). Wir definieren eine Funktiorf : Q — @’ und
zeigen, dal3 sie ein Isomorphismus ist. Fur jeges() existiert mindestens
ein Wortw, € ¥* mit 6(qo, w,) = g, dainA, ., alle Zustande erreichbar sind.
O.E. seiw,, = «.

Wir definieren:

f(q) = [w,]
i fistinjektiv: Wir miissen dazu zeigen, da g = [w,] # [w,]
~ =~

=flp) =f(g)
Da A, reduziert ist, sind verschiedene Zustande nicht aquivalent. Es

gibt daher mindestens ein Warte ¥* mit
d(p,w) € F ¢4 0(q,w) € F.
Das heil3t aber
§(qo, wpw) € F ¢ 6(qo, wqw) € F
Daraus folgt
wyw € L 5 waw € L

Daher gilt

wy, Fr wy
d.h.

[w,] # [wp]
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i f istsurjektiv: Folgt aus Injektivitat ung| \>/ |Q'|, da@, Q'

(1) des Satzes
endlich sind.

it f(q0) = qo
Daw,, = e undg, = [¢] = f(qo)-
iv f(F)=F
ge FF gdwd(q,w,) € F
—

q
gdww, € L gdw [w,| € F'

v f(0(q,a)) =0"(f(q),a): Esseid(q,a) =: p. Dannistf((q, a)) = [w,).
AuRBerdem ist’(f(q),a) = §'([w,], a) = [w,a]. Es bleibt also zu
zeigen, dafw,| = [w,a], d.h.Va : w,w € L < w,aw € L. Dies ist
offensichtlich dann der Fall, wenn

5((]07 wp) = 5(%7 wqa)'
Es gilt aber:

(o, wqa) = 0(d(qo, wq)> a) = 0(q,a) = p = 6(qo, wp)

Korollar 2.23 Es seiend, A’ DEAs. Dann gilt:

L(A) = L(A) & Apeg = A

red

Im Prinzip kann man damit das Aquivalenzproblem entscheiden: Redufiene
A’ und teste dannl,.; und A/, auf Isomorphie. Es gibt aber effizientere
Verfahren dafur.

3 Nachweis der Nichterkennbarkeit

Nachweis deErkennbarkeit:
Man gibt einen NEA an und beweise, dal’ er die Sprache akzeptiert.
Nachweis deNichterkennbarkeit:

Schwieriger, da man zeigen muf3, dal3 es keinen Automaten fir die Sprache geben
kann. Problem: es gibt unendlich viele Automaten! SatB8kann zum Nachweis
verwendet werden.

Hilfsmittel zum Nachweis der Nichterkennbarkeit ist das
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Lemma 3.1 (Pumping Lemma (einfache Version))  Es seil eine
erkennbare Sprache, dann gibt es eine nattrlicheZahl 1, so daf gilt:

Jedes Wortv € L mit |w| > ny &8t sich zerlegen i = zyz mit

o yF£e

o zyFz € Lfurallek >0

Beweis: Es sed = (Q, %, qo, A, F') ein NEAmit L = L(A). Wir wahlen
ng = |Q|

Fur jedes Wortw = a; . . . a,, € L existiert ein Pfad

(Po, a1,p1)(P1, 2, P2) - - - (Pm—1, Gm, Pm) IN A Mit pg = go Undp,, € F.

Istm > ng, SO kdnnen dien + 1 Zustéandey, p; . . . p,,, nicht alle verschieden sein,
d.h. es gibt < j mit p; = p,.

Fire =ay...a;,y = aj41...a; undz = a4, ... a,, gilt daher:

o y+e(dai < j)
® go=po—pi>p;=pi—pm€EF

Folglich gilt fur alleh > 0:  zy"z € L(A) =L
m

Wir verwenden das Lemma um zu zeigen, daR™ | n > 0} nicht erkennbar ist.

Beispiel 3.2 {a"b™ | n > 0} ist nicht erkennbar!

Beweis: Angenommen ware erkennbar, dann gibt es eine Zahmit den in
Lemma3.1beschriebenen Eigenschaften.

Es sein so, dal®n > ng ist, d.h.|a"b"| > ny. Daa™b™ € L ist, gibt esz, y, z mit
a™b" = xyz und

e yFe

o vyfzc L furallek >0

1. Fall: y liegt ganz ina™, d.h.z = a™, y = a"*, z = a™b™ mit n, > 0 und
N1 + o + ng = n.

Dann ist abery’z = xz = a™™p" ¢ L dan, + nz < n.
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2. Fall: y liegt ganz inb™, d.h. ... (kann symmetrisch behandelt werden).

3. Fall: y enthalta’'s undbd's, d.h.z = a™, y = ™0™, z = b™ mit ny # 0 # ns.

Dann ist aberyyz = a™ a0 a™b"30™ ¢ L

Als eine weitere Konsequenz aus Lemaerhalten wir:

Satz 3.3 Fur erkennbare Sprachen (gegeben durch NEA oder DEA) ist das
LeerheitsproblemZ # (" entscheidbar.

Beweis: DalL erkennbar ist, gibt es eim, mit den Eigenschaften aus Lemi34.
Diesesn ist die Zustandsanzahl eines Automatenfur

BehauptungZ # () gdw 3w € L mit |w| < ng, denn

<= trivial

= Es seiL # (). Wir wahlen ein Worty minimaler Lange in.. Wéare|w| > ny,
so kénnte mam zerlegen inv = zyz mity # e undzz = 2y°z € L. Dies
Widerspricht der Minimalitat vom. Damit ist|w| < ny. (g.e.d.
Behauptung)

Es gibt nur endlich viele Worter der Langen, (da Alphabet endlich). Man muf3
nur fur jedes dieser Worter Uberprufen, ob ed.zgehort. (g.e.d. Satz)

O
Mit Lemma3.1 kann man dies nicht fiir alle nichterkennbaren Sprachen
nachweisen.
Beispiel 3.4 IstL = {a"b™ | n # m} erkennbar ?

Versucht man die Nichterkennbarkeit mit Lemfa zu zeigen, so scheitert man,
da das Lemma fuft. nicht zutrifft:

Wahlen, = 3. Es sei nunv € L mit |w| > 3 d.h.w = a"b™ mitn # m und
n+m > 3.
1.Fal: n>m,dh.n:=m+¢fireini > 1

1.i>1,dh.n—1>m
Flrz := e,y :== aundz := "1™ gilt fur alle k > 0:
ryfz =adra" 0" € L,dak+n—1>n—1>m
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2.1=1,dhn=m+1
Wegenn +m > 3istn =m +1> 2
Furz :=¢,y := a? z = a" 20" gilt:

(@ zy’ze L, dan—2=m—1#m
an72bm

(b) zy*2 e Lfurk>1,da(n—2)+(k—2)>n>m

2. Fall: n < m symmetrisch
Trotzdem istL = {a™b™ | n # m} nicht erkennbar.

Lemma 3.5 (Pumping Lemma (verschéarfte Version)) Es seil erkennbar.
Dann gibt es eine natirliche Zah} > 1, so dal gilt: Fur alle Worter, v, w mit
wow € L und|v| > ng gibt es eine Zerlegung = xyz mit

o y#e

o ury*zw € Lfurallek > 0.

Beweis: Wir wahlem, = |Q|, wobei@ die Zustande eines Automatenfir L

sind.

Istuvw € L, so gibt es Zustande ¢, f € Q mit gy ap—>aq—af € F.

Auf dem Pfad vorp nachq liegen|v| + 1 > n, Zustande, also mussen wieder zwei
davon gleich sein.

Jetzt kann man wie im Beweis nach Lemfaweitermachen.

Vorteil: Man kann das Teilwort in dem gepumpt werden soll geeignet
positionieren.

Beispiel3.4 (Fortsetzung):
L = {a™™ | n # m} ist nicht erkennbar.

Beweis: Angenommen doch, dann gibt es®jndas die in Lemm&.5
geforderten Eigenschaften hat.

Wir betrachten die Wortet := ¢, v = a™, w = b™'t" Offenbar ist
wow = gnopnottno ¢ [

Mit Lemma3.5gibt es eine Zerlegung = zyz mit y # ¢ unduzy*zw € L. Fur
allek > 0.
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Es seir = a™, y = a™, z = a™ mit ny + ny + n3z = ng undny > 0.
Offenbar existiert eih mit ny - [ = ng! (dal < ny < ny).

Esistnun aben; + (I + 1) - ny + n3 = ng + ne!. Damit ist
uxytlzw = grotnotprotnol ¢ T,

4 Abschlul3eigenschaften und
Entscheidungsprobleme

Satz 4.1 SindL,, L, erkennbar, so auch; U Ly, Ly, Ly N Ly, Ly \ Ly, Ly - Lo,
L.

Beweis: Es sel; = (Q;, 2, qoi, A, F;) ein NEA mit L; = L(A;).
O.E.seiQ:NQ, = 0.

1. Der folgende=-NEA akzeptiertl; U Ls:

A= {Ql U QQ U qo, E, qo, A, F1 U FQ} WObeiQQ ¢ Ql U QQ und
A=A UAU{(q,¢,90), (¢, q02) }
Mit Lemmal.12gibt es zuA einen aquivalenten NEA.

2. Einen DEA fiir L, erhalt man wie folgt:
¢ Verwende Potenzmengenkonstruktion um einen DEA

A=(Q,%,q,0,F) fur Ly zu konstruierenA = (Q,%, ¢o,0,Q \ F)
ist ein DEA fur L.
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wé¢ Lygdw  w ¢ L(A;)
gdw w ¢ L(A)
gdw  4(qo,w) ¢ F
gdw (g0, w) € Q\ F

gdw w e L(A)
Beachte: Man darf dies nicht direkt mit einem NEA fiir machen.

3. Ly N Ly = Ly U L, zeigt AbschluRR unter Durchschnitt wegen Abschluf3

unteru,”.

Da die Potenzmengenkonstruktion sehr aufwendig sein kann, zeigen wir
Abschlul unten noch direkt:

Wir konstruieren dazu delAroduktautomain zuA; und A,:
A= (Q1 X Q2,%,(qo1,902), A, F1 x Fy) mit

A= {((q17q2)7a7 (Q1/7q21)) ‘ (qlaaa Q1,) € AlunchQaa7q2,) € AQ}

Ein Ubergang im4 ist also genau dann mdglich, wenn die entsprechenden
Ubergange im; und A, mdglich sind. Daraus ergibt sich leicht
L(A) = L(A;) N L(As).

.Ll\LQILlﬂEQ

. Ly - Ly

Der folgendes-NEA akzeptiertl; - Lo:
A= (Ql U Q27 27 do1, A7 F2)1 wobei
A=A UAU{(feq02) ]| feFi}

6. L7:
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Der folgendes-NEA akzeptiertZ,*: A := (Q1 U {qw}, >, q0, A, {q0}),
wobeiA := Ay U {(qo,&,901)} U{(f,e,9) | f € Fi1} undq ¢ Q.

O

Beachte: Alle angegebenen Konstruktionen sind effektiv. Die Automaten fur
L1 U Ly, L1 N Ly, Ly - Ly, L™ sind polynomiell in der Gréf3e voA; und A,.

Beim Komplement kann die Konstruktion exponentiell werden, wenn man von
einemNEA ausgeht.

Man kann AbschluReigenschaften nicht nur dazu verwenden, Erkennbarkeit zu
zeigen, sondern umgekehrt auch dazu, Nichterkennbarkeit zu zeigen.
Beispiel 4.2 L := {a"b™ | n # m} ist nicht erkennbar (vgl. Beispi&l.4).

Anstatt dies mit Lemma&.5direkt zu zeigen, kann man verwenden, dal3
L' = {a™" | n > 0} nicht erkennbar ist.

WareL erkennbar, so auchn {a}* - {b}* = L.
N———’
erkennbar

Da wir schon wissen, dal3 nicht erkennbar ist, kann aldoauch nicht erkennbar
sein!

Entscheidungsprobleme:

e Leerheitsproblemi, # (?
e Wortproblem:w € L?

e AquivalenzproblemL; = L,?

Die Sprachen sind dabei gegeben durch einen NEA oder einen DEA. Fir die
Entscheidbarkeit ist es egal, ob man einen NEA oder einen DEA gegeben hat,
aufgrund der Konstruktionseffizienz.
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Fur die Komplexitat des Verfahrens kann dies einen Unterschied machen.

Leerheitsproblem:

Gegeben: erkennbare Spradhe
Frage: IStL # (?

Entscheidbarkeit ist bereits gezeigt (Sat?). Dieses Verfahren ist aber
exponentiell, da es f(j&| > 1 exponentiell viele Worter mit L&ange n, gibt.

Satz 4.3 Esseid = (Q, %, ¢, A, F) ein NEA. Dann kann mafiL(A) # (" in
Zeit O( Q] + |A ) entscheiden.
N———

Grofle des Automaten

Beweis:

Also kann man das als ein Erreichbarkeitsproblem in einem Graphen betrachten,
und zwar folgendermalfien:

Man fasse den Automatet als gerichteten Grapher = (Q, E) auf, mit
E:={(q1,¢) | (¢1,a,¢) € Afureina € £}. Es gilt:

L(A) # () gdw in der vony, aus erreichbaren Knotenmenge ein Endzustand liegt.
O

Die vong, aus erreichbaren Knoten kann man mit AufwandQ| + |E|)
berechnen (vgl. Vorlesung Algorithmen und Datenstrukturen). Insbesondere ist
das Leerheitsproblem mit polynomiellem Aufwand l6sbar (sogar mit linearem!).

Wortproblem:

Gegeben: Eine erkennbare Spra¢hend ein Wortw € Y*.
Frage: Giltw € L?

Ist L = L(A) fur einen DEAA = (Q, X, q0, 0, I'), S0 kann man einfach, beginnend
mit ¢y, durch Anwenden von berechnen, zu welchen Zustand man amkommt.
Dannistw € L gdw dieser Zustand z# gehért. Nimmt mark als konstant an, so
bendtigt die Anwendung vofkonstante Zeit. Dies liefert:

Satz 4.4 SeiA = (Q, >, q, 6, F) einDEA undw € X*. Dann kann man
"w € L(A)” in Zeit O(Jw|) entscheiden.
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Bei NEAs ist das nicht so einfach, da es fur ein gegebaneiele Pfade geben
kann, die mitw beschriftet sind.

Satz 4.5 Esseid = (Q, %, qo, 9, F') einNEA undw € ¥*. Dann kann man
"we L(A)"in ZeitO(Jw| - (|Q] + |Al)) entscheiden.

Beweis: Wir konstruieren einen Automatel),, der die Sprachéw} akzeptiert:
Firw =a;...a,Iist A,:

@al Q” ............... l@

Anzahl der Zustéanddw| + 1
Offenbar istw € L(A) gdw L(A) N L(A,) # 0.
Der Produktautomat zd und A,,:

e Zustande{|w| + 1) - |Q|

e Ubergange: Fur jeden Ubergang

Oan®

in A, gibt es maximalA| viele Ubergange ini.

Also maximal|w| - |A| im Produktautomaten. Nach Satz 4.3 ist daher der
Aufwand zum Testen vonZX(A) N L(A,,) # 0?”

O(IQ - (Jw[ + 1) + |w] - [A]) = O(fw] - (|Q] + |A])).

Aquivalenzproblem:

Gegeben: zwei erkennbare Spracligrund L,
Frage: GiltL; = Ly?

Wie bereits erwahnt kann man das Aquivalenzproblem auf das Leerheitsproblem
reduzieren:

Ly =1, gdW (Ll N Eg) U (El N LQ) = 0.

Satz 4.6 Das Aquivalenzproblem ist fiir erkennbare Sprachen entscheidbar. Sind
die Sprachen durcBEAs gegeben, so ist dies in polynomieller Zeit méglich.

Bei NEAs: Die Potenzmengenkonstruktion kann exponentiellen Aufwand haben.
Es geht wahrscheinlich nicht besser: Das Aquivalenzproblem fiir NEAs ist

1PSPACE ist vermutlich schlimmer als NP!
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Wenn im folgenden von “ist vermutlich” gesprochen wird, ist damit gemeint, daf3
diese Aussagen derzeit vermutet werden, aber noch nicht bewiesen sind. Da
allerdings diese Aussagen auch nicht widerlegt werden kdnnen, ist gerade dieser
Bereich der theoretischen Informatik von grol3em Interesse.

5 Regulare Ausdriicke und Sprachen

Verschiedene aquivalente Charakterisierungen der erkennbaren Sprachen:

L(A) fur einen NEAA

)

A) fur einense-NEA A
)
)

L(
L(

= L(A) fur einen NEA mit Wortlbergangen
L(A) fur ein endliches Transitionssystem
L(

L —

1.

2.

3.

4. L =
5. A) fur einen DEAA
6

. Die Nerode Rechtskongruefgz, hat endlichen Index.

Im weiteren betrachten wir eine weitere Charakterisierung, die durch regulére
Ausdrucke.

Definition 5.1 (Syntax regularer Ausdrticke) Es seiX ein endliches
Alphabet. Die Menge&Regs, derregularenAusdricke tbek ist induktiv definiert:

o (),c,afira € ¥ sind Elemente vorkegs,.

e Sindr, s € Regy, SO auch
(r+s),(r-s),r* € Regs.

Beispiel 5.2 ((a-b*) + 0*)* € Regy, fir ¥ = {a, b}

Notation:

Um Klammern zu sparen, lassen wir Auf3enklammern weg und vereinbaren, dal3
starker bindet als und dalf3 starker bindet als-. AuRerdem lassen wirmeist

weg. Zum Beispiel wird der Ausdruck aus obigem Beispiel damit zu

Jedem regularen Ausdruck wird genau eine formale Sprache zugeordnet:
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Definition 5.3 (Semantik regularer Ausdriicke) Die durch den regularen
Ausdruckr definierte Spraché(r) ist induktiv definiert:

Eine Sprachd, C >* heil3tregulér gdw es ein € Regy, gibt mit L = L(r).
Beispiel 5.4

e (a+b)*ab(a + b)* definiert die Sprache aller Worter Ubfr, b}, die ab als
Infix enthalten.

o L{ab*+b) = {ab | i >0} U {b}

Bemerkung: StatL.(r) schreiben wir haufig einfach Dies ermdglicht zu
schreiben:

e abb € ab* + b stattabb € L(ab* + b)
e (ab)*a = a(ba)* stattL((ab)*a) = L(a(ba)*)
Satz 5.5 (Satz von Kleene) Fir eine Spraché C ¥* sind aquivalent:

1. Listregular.

2. L ist erkennbar.

Beweis:

"1 — 2”: Induktion Uber den Aufbau der reguléaren Ausdricke:

Verankerung:
o L(0) = 0: ~ist ein NEA fiirf.

e L(e) = {=}: Uistein NEA fir {2}.
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o L(a)={a}: ”Qa—© ist ein NEA fur{a}.
Schritt: Weil3 man bereits, dal§r) und L(s) erkennbar sind, so folgt mit Sadiz1
(Abschlu3eigenschaften), dafd auch
L(r+s) = L(r) U L(s)
L(r-s)=L(r) - L(s)
L(r*) = L(r)*
erkennbar sind.

"2 —1": SeiA = (Q,%, q, A, F) ein NEAmitL = L(A). Wie in Definition2.8
sei furq € @ definiert:

A, =(Q,%,q,A, F)undL, := L(A,)

Der Zusammenhang zwischen denpkann durch ein Gleichungssystem
beschrieben werden, dessen Losungen eindeutig bestimmte regulére Sprachen
sind.

O

Beispiel 5.6 SeiA =

—(O=-0

L() = {CL}LO U {(I}Ll
L1 = {b}L2
Ly ={b}L, u@

2eF

NEA A — regularer Ausdruck mit L(r) = L(A).

Allgemeiner: Flmp, ¢ € Q seiA,, :={a € X | (p,a,q) € A} und

B {e} fallspeF
Pl 0 fallspg F -

Damit erflllen die Spracheh, die folgenden Gleichungen:
L, = (quQ Ap,q ’ Lq) U By,

Behauptung: Das Gleichungssystem

34



() Xy = (Ugeq Apg - Xg) U By (reQ)

hatgenaueine Losung, die aus regularen Sprachen besteht.

Da die Spracheti, (x) |6sen folgt, daR sie regulér sind.
Wir zeigen, wie man einzelne Gleichungen der Form
() X=A-XUB

I6sen kann.

Daraus ergibt sich dann die Lésung ve¢) durch Auflésen nach einer Variablen
und Einsetzen in den Rest.

Lemma 5.7 (Arden) Es seiend, B C ¥* unde ¢ A.
Die GleichungX = AX U B hat alseindeutige Losung = A*B.

Beachte: Sind4, B regular, so auchi*B.

Aus dem Lemma folgt fur Gleichun(:), die wir als Gleichung der Forifxx)
auffassen: Wabhle ein € ) und betrachte

Xp = Ap,po U (( U Ap,qu) U Bp)
——

ACsoega P74

B
Mit Arden hat diese Gleichung die eindeutige Losung

Xp = A;,p ’ (U Ap,qu U Bp)-
p#q
enthaltX,, nicht!

Setzt man diese Losung in die restlichen Gleichungen ein, so erhalt man ein
System mit einer Variablen weniger. Mit Induktion kann man daher annehmen,

daf} dieses System eine eindeutige Losung mit regularen Sprachen hat. Die L6sung
far X, ist damit auch eindeutig und regular, da,,, A, ,, B, regular sind und die
Losung furX,, nur regulére Operationgn, -, ) enthalt.

Beispiel5.6 (Fortsetzung):
Xo ={a}XoU{a}X;
X; = {b}X;
Xo ={b} X1 U{e}
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AuflésennachX:
Xo = {a}*{a} Xy Einsetzen inX, &ndert nichts.
Auflésennach.X;:
X1 - @ : X1 U {b}XQ
Arden: X; = @;{b}XQ ={b} X,
{e}

Einsetzen liefert

Xy = {b}{b} X5 U{e}
{bb}
Arden: X, = {bb}*{e} = {bb}*
DamitistX; = {b}{bb}* und Xy = {a}*{a}{b}{bb}* = L(A).
Als regularer Ausdruck:
a*ab(bb)*

Beweis von Lemm&.7:

(1) A*BistLosung:
AA*BUB = (AA* U {e})B
= A*B

36



(2) Eindeutigkeit: Sel. eine Lésung, d.hL = AL U B.
Zu zeigen: L = A*B

(2.1) A*BCL
Wir zeigen durch Induktion Gber: A"B C L
e A’'B=B C ALUB=1L

e GelteA"B C L. Esfolgt
A B =AA"B C AL C ALUB=1L
——

eL

Daraus folgtA*B C L.

(2.2) LC A*B.
Angenommen, dies gilt nicht. Es seie L \ A*B von minimaler Lange,
weL=ALUB,dhwe AL oderw € B.

1. weB=weAB (Widerspruch!)

2. weAL dhw=wuwvmitue Aundv € L
Dac ¢ Aist, folgt |v| < |w|. Wegen der Minimalitat vomw folgt:
ve A*B=we A*B (Widerspruch!)
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Teil Il

Grammatiken, kontextfreie
Sprachen und Kellerautomaten

Klassen formaler Sprachen, die allgemeiner sind als regulére Sprachen.
Grammatiken, die Sprachen erzeugen.

6 Die Chomskyhierarchie

Wie erzeugen Grammatiken Sprachen?

Beginne mit dem Startsymbsl und wende Regeln an, die ein Wort durch ein
anderes ersetzen kdnnen. Die Sprache enthalt die Woérter, die mahduoch
Regelanwendung erreichen kann.

Beispiel 6.1 Regeln:
S —aSb (1)

S—e (2
Startsymbol:S
S L ash L aaSbb L aaaSbbb 2 aaabbb

Das SymbolS ist ein Hilfssymbol (Nichtterminalsymbol). Man ist nur an den
erzeugten Wortern interessiert, die keine Hilfssymbole mehr enthalten
(Terminalworter). Im Beispiel werden als Terminalwdrter geadhf mit n > 0
erzeugt.

Definition 6.2 Eine Grammatik ist von der Forr@ = (N, X, P, S) wobei:

e N undX disjunkte, endliche Alphabeté\(i Nichtterminalsymbole}::
Terminalsysmbole)

e S € N Startsysmbol

e PC(NUX)T x (N UZX)* eine(endliche) Menge von Ersetzungsregeln
(Produktionen)

38



Eine Produktion(u, v) € P schreibt man gewohnlich als— wv.

Beispiel 6.3 G = (N,X, P,S)mit N = {S, B}, ¥ = {a,b, c},
P ={S — aSBc,S — abc,cB — Bc,bB — bb}

Definition 6.4 Es seiG = (N, X, P, S) eine Grammatik und, y € (N U X)*.

1.;1:Iay gdw dzy, x5 € (NUX)*: Ju — v € P mitz = xyuxs und
Y = T10T9

Z.xlgy gdw
Jzg,...,2p € (NUX) txg=x Ay =1y :Eiléxi+1(0§i<n)

0

n=>0 $E gdw x =y

* S . n
3.xEy gdw Hn_mltxléy

4. Die durchG erzeugtéSpracheL(G) := {w e ¥* | S E w}

Man ist nur an den vof§ aus ableitbaren Terminalwortern, d.h. Wortern ais
interessiert.

Beispiel6.3 (Fortsetzung):

S la abe, d.h.abc € L(QG)

St aSBct aaSBceBet aaaSBcBeBeBe F aaaabeBeBeBe Ii
G G G € G

aaaabB B Bccee E a*b*ct

Es gilt: L(G) = {a"b"c¢* | n > 1}

Beweis:

“D" n=1:abc e L(G)

n—1 * *
S = a"1S(Be)" ! k= a"be(Be) " = a"bB e | bt
a a a a
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“C” EsgelteS E w mitw € ¥*. Wird sofortS — abc angewandt, so ist
w = abc € {a"b"c" | n > 1}. Sonst betrachten wir die Stelle in der
Ableitung S E w, an derS das letzte Mal auftritt.

S g a"'Sumitu € {c¢, B}* und|u|g = |u|. =n —1 (nurS — aSBcund
C'B — Bc angewandt)

a"tSu E a"bcu lg w (in den letzten Schritten nur noet® — Bcund
bB — bb angewandt)
Dadurch bleibt die Anzahl déx B gleichn und die Anzahl der auch

gleichn. Um die B zub zu machen, missen sie auf éitreffen und damit
links von denc’s stehen.

Beispiel 6.5 G = (N, %X, P,S)mit N ={S, B}, ¥ = {a, b},
P={S—bS,S—abB,B — aB,B — bB,B — ¢}
L(G) = S abs*

Die Beispiele5.5, 6.3und6.1gehdren zu verschiedenen Stufen der
Chomskyhierarchie.

Definition 6.6 Es seiG = (N, X, P, S) eine Grammatik.

e Jede Grammatik: ist eineTyp0 Grammatik.

e (7 heil3t Grammatik vonTypl (kontextsensitiv), falls jede Produktion vah
die Form

— upAug — uqwus Mt A € N up,ug,w € (N UX)* und|w| > 1, oder
- S — ¢ hat.

Ist S — ¢ € P, so kommtS nicht auf der rechten Seite einer Produktion vor.

e (G heil3t Grammatik vonTyp2 (kontextfrei), falls jede Regel die Form
A — whatmitA € Nundw € (N UX)*.

e (7 heil3t Grammatik vonTyp3 (rechtslinear), falls jede Regel von der Form
A —uBoderA — uistmit A, B e N,u € X*.

siehe auch Beispid.5 (Typ3),6.1(Typ2; S — aSb) und6.3(fast Typ2;
¢B — Bc kontextsensitiv!)
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Definition 6.7 Furi = 0,1, 2, 3 ist die Klasse der TypSprachen definiert als:

L; ={L(G) | G ist Typi Grammatik

Wir werden seheif; C £, C L1 C Ly. Nach Definition der Grammatiktypen gilt
offenbarL; C £, und L, C L.

7 Rechtslineare Grammatiken und regulare

Sprachen

Satz 7.1 L3 ={L | Listregula}

Beweis:

1] g”

Es seil € L3, d.h.L = L(G) fur eine Typ3 Grammatik: = (N, X, P, S)
Es giltw € L(G) gdw

(*) es gibt eine Ableitung

S = BO '(—; w1B1 '5 wlwng '5 N E wiLwsy . .. wn_an_l 'C—; wiwsa ... Wy
fur die ProduktioneB,_; — w1 B; € P (i=1,...,n), Bu_1 — w,.
Wir definieren einen NEA mit Wortuibergéangen fitG):

A=(NUQT, S A {Q) Q¢ N mit

A={(Aw,B)|A—-wBeP}U{(Aw Q)| A—we P}

Ableitungen der Form (*) entsprechen Pfaden

(57 wy, Bl)(Bla wa, BQ) e (Bn—Zv Wn—1, Bn—l)(Bn—la W, Q)

vergleiche Beispieb.5
SD"LL (@)

ab ab
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“D” Esseil = L(A) fureinen NEAA = (Q, %, qo, A, F'). Wir definieren daraus
eine Typ3-Grammatiki = (N, 3, P, S) mit:
N:=@Q,5:=q,P:={p—aq|(paq) e AU{p—c|peF}

Ein Pfad inA der Form(qo, a1, ¢1)(q1,a2,G2) - .. (Gn_1, Gn, @n), @n € F
entspricht genau der Ableitung

qolc—;alqlI(—;alagqgl(—;...léal...anqnl(—;al...an

ab

ab
0o X {y
. . q q
Beispiel 7.2 o) :
liefert die Produktionen
P = {q0 — aqo, 90 — bgo, g0 — aqi,q1 — b2, g2 — aq2, g2 — bga, g2 — €}

Korollar 7.3 L3 C Loy

Beweis: Wir wissen bereit§; C L,. Mit Beispiel 6.1 ist
L:={a"" | n >0} € L. Im Teil | der Vorlesung haben wir gezeigt, daficht
regulér/erkennbar ist. Mit Safz1folgt L ¢ Ls.

O

Beispiel 7.4 Ein weiteres Beispiel fur eine Sprachedn \ L£3: {a"b™ | n # m}
(nicht regular).

Man kann diese Sprache mit der folgenden kontextfreien Grammatik erzeugen:
S —aS=, S — S<b

S — aS2bh, S — aS=, 5% — ¢

S< — aS<h, SS — S<b, S — ¢

Es qilt:

. Szgwe{a,b}*:w:a”bmmithm
o Sggwe{a,b}*ﬁw:anbmmitngm

Daraus ergibt sich:
S= Ew € {a,b}* = w = a™0™ mitn > m odern < m,
d.h.

L(G) = {a™ 0™ | n # m}
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8 Normalformen kontextfreier Grammatiken
G

G’ in Normalform

aquivalent, d.h.
L(G)=L(G"

Wir zeigen zunachst, dal3 man “lUberfllissige” Symbole entfernen kann, ohne die
erzeugte Sprache zu andern.

Definition 8.1 Es seiG = (N, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik.
1. A € N heil3tterminierend, falls es eim € >* gibt, mit A g w.

2. A € N hei3terreichbar, falls es, v € (¥ U N)* gibt, mit.S Ig uAwv.

3. (G heil3treduziert, falls alle Elemente vaN erreichbar und terminierend
sind.

Beachte: In einer Ableitung§ E w € ¥* kbnnen nur erreichbare und
terminierende Symbold € N vorkommen.

Lemma 8.2 Zu einer kontextfreien Grammat® = (N, X, P, S) kann man
effektiv die Menge aller erreichbaren Symbole bestimmen.

Beweis: Wir definieren:

Ey = {S}

Ei—l—l =F;U {A | dB € E; und RegeIB — U1Au2 € P}

ESg”tEO CEF CE,C...CN

Da N endlich ist, gibt es eitt mit £, = Ej., und damitly, = ;> L.
BehauptungZ), = {A € N | Aist erreichbayf

denn:

"C" Offenbar enthalten di&; nur erreichbare Symbole.

" 2" Zeige durch Induktion Gber
S é uAv = A € E;
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Beispiel 8.3 S —aS,5 — SB,S— 55,5 —-¢, A— ASB,A—¢,B— Cb
EO = {S} CE = {57‘8} C Eky = {S7B7C} = ES
Damit ist A das einzige nicht erreichbare Symbol.

Lemma 8.4 Zu einer kontextfreien Grammatik = (N, X, P, S) kann man
effektiv die Menge der terminierenden Symbole berechnen.

Beweis:
T, ={AeN|JweX*:A—-we P}
Timi=T,U{AeN|Fwe (ZUT)*": A—we P}

A '5 w1B1w2 cee wanwnH

mitw;, € X*firi =1,2,...n+1undB; € T;.
Wegenl; C1, C --- C N gibteseink mit T}, = Ty 1 = U;>1 1.
BehauptungT), = {A € N | A ist terminierend

denn:

“C” Durch Induktion Ube¥ zeigen wirT; besteht nur aus terminierenden
Symbolen.

1 = 1. klar nach Definition

i — i+ 1: EsseiA € T;,, \ T;. Dann gibt es eine Produktion
A — wBiws By - - - w, Byw, 1 Mitw; € X*und B; € T;.
Mit Induktionsvorraussetzung if; terminierend, d.hu; € X* mit
B; lg U;

*
Damit gilt: A E WU WU * * * Wy Up Wiyt 1 -

ex*
Also ist A terminierend.

“D" Zeige durch Induktion Uber
<i
AEwEE*:AeTi
<1
1 =1: AEwEE*:>A—>weP:>A€T1
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<i
1 —i+1 A '5 u Bius By - - 'UanUn_H '5 w mit u; € E*,Bj € N und

<i
W = UWIULWS - * * Up Wy Uy g Mitw; € E* und B, '5 w;

= mit Induktion B; € T;
= A€Tin

O

Satz 8.5 Das Leerheitsproblem fur kontextfreie Sprachen ist entscheidbar.

Beweis: Es gilt:L(G) # 0 gdw 3w € ¥*: S g w
gdw S ist terminierend.
O

Lemma8.2und8.4zeigen, dald man kontextfreie Grammatiken effektiv reduzieren

kann.

Beachte: Man muf das Entfernen der nicht-erreichbaren und nicht-terminierenden
Symbole in der richtigen Reihenfolge durchfiihren. Das Problem ist, daf? durch

Entfernen nicht-terminierender Symbole vorher erreichbare Symbole
nicht-erreichbar werden.

S — AB damit sindA und B erreichbar.

A — a damitistA terminierend B nicht.

= entferneS — AB, weil nicht-terminierend

= entferneA da unerreichbar

Satz 8.6 Zu jeder kontextfreien Grammatik mit L(G) # () kann man effektiv
eine aquivalente reduzierte kontextfreie Grammatik konstruieren.

Beweis: ZuG = (N, X, P, S) definieren wirG' = (N, X, P’, .S) mit
N':={A € N | Aistterminierend inG} und
P={A—-weP|Aec N ,we (XUN)*}

Da L(G) # 0 ist, gilt natlrlichS € N'.

Im zweiten Schritt definieren wiz” = (N”, %, P”,.S) mit
N":={A e N'| AisterreichbarirG’'} undP" :={A —-we P | Ae N"}
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Beachte:S € N"undistA € N”undA — w € P/, soist jedes
Nichtterminalsymbol inv auch inN".

Man sieht leicht, dak"”’ reduziert und aquivalent zu ist. S GF w € X* kann nur
erreichbare und terminierende Symbole enthalten.

reduziert A GIi weX*undA e N'= A CI; w. Da A erreichbar ist, sind alle

Symbole in der Ableitungl CI; w erreichbar.

Als nachstes eliminieren wir Produktionen der Fofdm- <.

Lemma 8.7 Zu jeder kontextfreien Grammatik kann man effektiv eine
kontextfreie Grammatik:" konstruieren mit der Eigenschaft

L(G') = L(G) \ {e}

Beweis:

1. Finde alleA € N mit A E ‘.
Ny:={AeN|A—ce€P}
Ni+1 :NZU{AEN|A—>B1BnepundBanENz}
Es gibt eink mit N, = Ny = U;>1 N;
Fir dieses: gilt: A € N, gdw A E €.

2. Eliminiere inG alle Regeln der Forml — «.
Um dies auszugleichen, nimmt man fir alle Regeln
A— w1 Bius By - - - uanunH mit B; € N, Undui € (E U (N \ Nk))* die
RegelnA — wuy(1usfs - - - upFBrun,q hinzu, wobei:
L 61 S {Bi78}

o uiSiusfe -+ UpBptns1 # €

Man zeigt leicht: Die erhaltene GrammatiK enthalt keines-Produktionen und
L(G') = L(G) \ {e}.

O
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Beispiel:

S —aS,5— 55,5 — bA,

A — BB,

B — CC,B — aAbC,

C — e,

N, ={C}C Ny ={C,B} C Ny={C,B,A} =N,

G: S—aS,S—SS,5—ba,S—b,
A— BB,A— B,
B—CC,B=C,
B — aAbC, B — abC, B — aAb,B — ab

4
Die Ableitung S Z bA E bBB E bCCB E bcccc E b kann inG’ direkt
abgeleitet werden:

SkEDb
G/
Definition 8.8 Eine kontextfreie Grammatik heiBtfrei, falls gilt:

1. Sie enthalt keine ProduktioA — ¢ fir A # S.

2. Ist S — ¢ enthalten, so komm# nicht auf einer rechten Seite vor.

Satz 8.9 Zu einer kontextfreien Grammatik kann man effektiv eine aquivalente

e-freie kontextfreie Grammatik” konstruieren.

Beweis: Konstruier&:’ wie im Beweis von Lemma&.7. Iste ¢ L(G) (d.h. S )és,
alsoS ¢ Ny), soG” := G’ und wir sind fertig. Sonst erweiter@ um ein neues

StartsymbolS, und die Produktionel§; — < undS; — S.

Korollar 8.10 Lo C Ly

Beweis:s-freie kontextfreie Grammatiken sind auch kontextsensitiv.
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Satz 8.11 Zu jeder kontextfreien Grammatik kann man effektiv eine aquivalente
kontextfreie Grammatik konstruieren, die keine Produktionen der Form B
fur A, B € N enthalt.

Beweisskizze:

1. Bestimme zu jedeml € N

N(A):={BeN|A lé B} (effektiv berechenbar)

2. P={A—w|B—-weP,BeNA),w¢ N}

Beispiel: P = {S — A, A — B,B — aA,B — b}
N(S)={S,A, B}

N(A)={A, B}, N(B) ={B}

(S — A, A — B) fallen weg

P ={B—aA/A—aA S —aA,B—bA—b S — b}

Chomsky-Normalform: nur Produktionen der Form

e A—aq AeN,aeX
e A~ BC ABCEeN
e S —¢ Wobeis nicht auf der rechten Seite einer Produktion vorkommt

Satz 8.12 Jede kontextfreie Grammatik laf3t sich effektiv umformen in eine
aquivalente kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform.

Beweis:

1. Konstruiere eine aquivalentefreie Grammatik ohne Produktionen der
Form A — B. (Reihenfolge! Erstd — ¢ raus und danl — B.)

2. Fuhre fur jedes € X ein neues Nichtterminalsymbal, und die
ProduktionX, — « ein.

3. Ersetze in jeder ProduktioA — w mitw ¢ ¥ und|w| > 1 alle
Terminalsymbole: durch die zugehdrigeX,’s.
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4. Produktionen der Form — B, - - - B,, fur n > 2 werden ersetzt durch
A — B:C,Cy — ByCs,---,C,_o — B,_1B, wobei dieC; jeweils neue
Nichtterminalsymbole sind.

O

Aus dem Satz ergibt sich, daf? das Wortproblem € L(G)?”) fur kontextfreie
Grammatiken entscheidbar ist.

Bei endlichenAutomaten/rechtslineargérammatiken:
Pfad im Automaten/Ableitung in der Grammatik ist von der Lapge Davon gibt
es nur endlich viele. Man kann sie also alle durchprobieren.

Bei allgemeinerkontextfreienGrammatiken:
Durch die Lange des Worts kann die Lange der Ableitaiatpt beschrankt werden.

Bei kontextfreienGrammatikerin Chomsky-Normalform:

e Produktionen der Ford — BC verlangern um.
= Sie werderjw| — 1 mal angewandt.

e Produktionen der Formd — a erzeugerl Terminalsymbol.
= Sie werderjw| mal angewandt.

Es folgt:w € L(G) \ {} wird durch Ableitung der Lange|w| — 1 erzeugt.

Da es im allgemeiner 2™ Ableitungen der LaAnge geben kann, liefert dies ein
exponentielles Verfahren.

Ein besseres Verfahren (kubiset?) liefert die folgende Uberlegung:

Definition 8.13 Es seiG = (N, %, P, S) eine kontextfreie Grammatik in
Chomsky-Normalformuna = a; - - - a,, € X7.
Wir definieren:

® Wi i=a; a4
o Nyi={A€N|AL wy)

Damit gilt:
1. Se€e Ny, & we LG)
2. Ac¢ N < A Ig a; < A — a; € P (mit Chomsky-Normalform)
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AENZJ(Z<j) = AECLZ'"‘CLJ'

& FA—BCePundi<k<jmit BEa;a,C L awa
& JdJA—-BCePundi <k<jmitB e NyundC € Niiq;

Das liefert das folgende iterative Verfahren zur Berechnung\gefund damit von
Nln):

Algorithmus 8.14 (CYK-Algorithmus (Cocke Younger Kasami))

for i:=1 to n do N ={A| A —a; € P} od;

for d:=1 to n-1 do /lwachsende Differenz
for k=1 to n-d do
ji=it+d; /1d=j-i
N;j = 0;

for k:=i to j-1 do
Nz’j = NijU{A | A— BC € P,B < Nik,CE Nk—i—lj};

kleinere Differenz

od
od
od

Satz 8.15 Fiur eine gegebene kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform
entscheidet Algorithmu8.14die Frage v € L(G)?" in der ZeitO(|w/|?).

Beweis: Drei geschachtelte Schleifen, die jewsilsv| = n Schritte machen.

= |w|?® Schritte in der innersten Schleife.

Beachte: Die Grol3e vofi ist dabei als konstant angenommen.

Beispiel: SeiP = {S — SA|a, A— BS, B— BB | BS |b|c}eine
Grammatik in Chomsky Normalform.

Frage: Istw = abacba durch P erzeugbar?
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i\j|1]2 3 4 |5 6

1150 S /] S

2 B|A B|B|B|AB
3 S 0|0

4 B|B|A,B
5 B | A B
6 S

w | al|b a cl|b a

=S5 €e€Ngg={S} =weLG)
Greibach-Normalform:

Die Greibach-Normalform enthalt nur Produktionen der Form:
A — aw(A€ N,a€X,we N

S — g, wobeis nicht auf der rechten Seite vorkommt.

Satz 8.16 Jede kontextfreie Grammatik 1aRRt sich effektiv umformen in eine
Grammatik in Greibach-Normalform.

(ohne Bewels)

9 AbschlulReigenschaften kontextfreier
Sprachen

Satz 9.1 Die KlasseL, der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen unter
Vereinigung, Konkatenation und Stern.

Beweis: Es sel; = L(G;) und Ly, = L(G») fur kontextfreie Grammatiken
G; = (N;, X, P, S;). Ohne Beschrankung der Allgemeinheit 88N N, = ().

1. G = (Nl U N2 U {S},E,Pl U p2 U {S—> Sl ‘ SQ},S), m|tS neues
Startsymbol und’ ¢ N; U N, ist eine kontextfreie Grammatik filr; U L.

2. G == (NyUN, U{S}, X, PLUP,U{S — 515}, 9) ist eine kontextfreie
Grammatik fUrL, L,.

3. G = (NyU{S}, X, PLU{S — | SS1},S) ist eine kontextfreie
Grammatik furL;.
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Der Abschlul? unten,~ gilt nicht!

Eine geeignete Methode, um zu zeigen, dal? eine Sprache nicht kontextfrei ist, ist
das zugehdrige Pumping Lemma. Dazu definieren wir jedoch erst
Ableitungsb&ume, die das Pumping Lemma vereinfachen werden.

Beispiel 9.2 SeiP = {S — SbS | a}.

Drei Ableitungen vonu = ababa sind zum Beispiel:
1. S+ SbS F abSt abSbS F ababS = ababa
2. SEFSbSF abS I abSbS F abSba F ababa
3. SF SbS F Sba + SbSba = Sbaba F ababa

Die zugehoérigebleitungsbdume sind dann:

1.
S
1N
S b S
| /N
a Tb‘s

2. Sieht genauso aus wie der obige Baum!

3.

S

1N

S b s

JIN
T’

S b a
L

e Ein Ableitungsbaum steht fir mehrere Ableitungen.
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e Es existieren u.U. mehrere Baume fir ein Wort.

Allgemein: Knoten sind mit Elementen vaihu N beschriftet,

falsA — a;...q, € P.

Ein Ableitungsbaum, dessen Wurzel Mitund dessen Blatter (von links nach
rechts gelesen) mit; . .. «,, beschriftet sind, entspricht der Ableitung

Al oy. ...
G

Lemma 9.3 (Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen) SeiG eine
kontextfreie Grammatik, die-frei ist und keine Ubergange der Forin— B
erlaubt. Es sein die Anzahl der Nichtterminalsymbole uiddie L&nge der
langsten rechten Seite einer Produktion.

Es seing := k™.

Dann gibt es fur jedes € L(G) mit|z| > ny eine Zerlegung = wvwzy mit:

e vx # ¢ undjvwz| < ng

o wiwz'y € L(G) furallei >0
Beweis:

1. Ein Baum der Tiefe< ¢ und der Verzweigungc & hat maximalk! viele
Blatter (s. Datenstrukturen und Algorithmen).

Da der Ableitungsbaum fiir eine Blattanzahlz| > k™! hat, ist die
maximale Tiefe> m + 1.

2. Auf dem langsten Pfad im Ableitungsbaum stehen also mindestengd
Nichtterminalsymbole. Es gibt aber nurverschiedene, das heilit, eines
taucht mindestens zweimal auf (zum Beispiel hier dxs

53



Ohne Einschrankung gebe es in

keine weiteren Wiederholungen von Nichtterminalsymbolen.
3. Esgilt:
S Ia uAy
A li vAx
e
A Ii w
G
Daraus folgt:

C uAy F w' Aziy I uviws
SGu y | w' Aty I uvtwr'y

Jr
4. vx # e: DaG e-frei ist, wére sonsti '5 vAzx nur bei Anwesenheit von
Produktionen der Ford — B mdglich.

5. lvwz| < nyg = k™1 Warevwx langer, so miRte es noch weitere
Wiederholungen enthalten.

Satz9.4 Ly, C L,

Beweis: Wir zeigen, daB := {a"b"c" | n > 1} € L1\ Lo.
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1. L & Ls:
Angenommen/. ist kontextfrei. Dann gibt es einefreie kontextfreie
Grammatik ohne Produktionen der Forin— B fur L. Es sei nun
no = k™1 die zugehorige Zahl aus Lemrfa8. Wir betrachten
z:=a"b"c™ ¢ L. Mit Lemma 9.3 gibt es eine Zerlegung= uvwxy mit
vr # e unduv'wa'y € L.

1. Fall: v enthalt verschiedene Buchstaben. Dann ist aber
wwz?y ¢ a*b*c* O L (Widerspruch!).

2. Fall: x enthalt verschiedene Buchstaben fiihrt analog zum Widerspruch.

3. Fall: v enthélt lauter gleiche Buchstaben unduch. Dann gibt es einen
Buchstaben au&a, b, ¢}, der invz nicht vorkommt. Daher kommt dieser in
w’wzy weiterhinng-mal vor, abetuv’wz'y| < 3ng. Damit folgt

wwzy ¢ L (Widerspruch!).

2. Es bleibt zu zeigen, dal} die Sprache kontextsensitiv ist. Das Betspiel
liefert “fast” eine kontextsensitive Grammatik fiic

c¢B — Bc st nicht kontextsensitiv.
Daher modifizieren wirz wie folgt:

e Ersetze Uberalt durch das Nichtterminalsymbdl und fuhre die
ProduktionC' — ¢ ein.

S — aSBC | abC
CB — BC nicht kontextsensitiv
bB — bb
C—c
e ErsetzeC’ B — B(C durch die kontextsensitive Produktion
CB — AB
A1B — A A,
AAs — BA,
BA, — BC
Diese kdnnen nur dazu verwendet werdeB — BC' zu simulieren.
O

Beachte: Auf diese Art kann man zeigen, dal3 man jede nicht-kirzende Produktion
u — v mit |u| < |v| durch kontextsensitive Produktionen ersetzen kann, ohne die
Sprache zu andern.

Korollar 9.5 L, ist nicht unter Durchschnitt und Komplement abgeschlossen.
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Beweis:

1. {a"b"c¢™ |n>1,m > 1} = {a"b" | n > 1} - ¢ € Ly (AbschluRL, unter-)
{a™b"c" |n>1,m>1} € Ly
{a"b"c™ |n>1,m>1}N{a"b"c" |n>1,m> 1}
={a""c" |n>1} ¢ Ly
2. LiNLy = ﬁ
L, ist abgeschlossen unter
Ware L, abgeschlossen unter so auch unten.

O

Beachte: Man kann daher das Aquivalenzproblem nicht mehr so einfach auf das
Leerheitsproblem reduzieren.
muf3 nicht mehr kf sein

Wir werden sehen: Das Aquivalenzproblem fir kontextfreie Sprachen ist
unentscheidbar.

10 Killer(au)tomaten

Automatenmodell, das genau die kontextfreien Sprachen akzeptiert. Endliche
Automaten genidgen dafir nicht. Wir erweitern endliche Automaten um eine
zusatzliche (potentiell unendliche) Speicherkomponente (Keller).
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Eingabe: von links nach rechts, nur ein Symbol sichtbar
IEEEEEEEEN

L esekopf

endl. Schreibkopf
Kontrolle

\_’\//J“// v

NEA

« nur oberstes Symbol sichtbar
» nur oben schreiben

« kann beliebig gross werden

Definition 10.1 Ein Kellerautomat pushdowrmautomatonPDA) hat die Form
A= (Q, >, T, qo, Zo, A, F), wobei:

e () endliche Zustandsmenge

Y Eingabealphabet

' Kelleralphabet

g0 € Q@ Anfangszustand

Zy e ' Kellerstartsymbol

ACQx(XU{e}) xI'xI'x @ endliche Ubergangsrelation

F C @ Endzustandsmenge

Anschaulich bedeutet:

(q,a,Z,7,q") € A: Im Zustandg mit aktuellem Eingabesymbelund oberstem
KellersymbolZ darf der AutomatZ durch~ ersetzen, in den Zustartigehen und
zum nachsten Eingabesymbol gehen.

(q,e,7Z,7,q") € A: Wie oben, nur ist das Eingabesymbol irrelevant und es wird
nicht zum nachsten Eingabesymbol Gibergegangen.

Den aktuellen Zustand (Konfiguration) einer Kellerautomatenberechnung
beschreibt man durch:
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e den noch zu lesenden Reste >* des Eingabebandes (Lesekopf steht auf
erstem Symbol von w)

e den Zustand € Q

e den Kellerinhalty € T'* (Der Schreiblesekopf steht auf dem ersten Symbol
von-.)

Definition 10.2 EineKonfiguration vonA ist von der Form

k= (qw,v)€Q XX xI™.

Konfigurationsiibergdnge:

e (q,aw,Zy)F (¢,w,pv)falls(q,a,Z,3,¢) € A
o (q,w,Zv) (¢ ,w,By) falls (q,¢,Z,8,¢) € A

*
e kK gdw dn >0,Kg,...,k, Mitk = Ko, K = Ky, ki b ki1
(0<i<n)

Der AutomatA akzeptiert das Worby € ¥* gdw (qo, w, Zp) li (q,€,~) mit
g€ F,yel™

Die von A akzeptiertéSprache ist.(A) := {w € ¥* | A akzeptiertw}.

Beispiel 10.3 ein PDA fur{a™" | n > 1}
Q: {Qan17f}1F: {Z7ZO}|E - {a7b}lF: {f}

A q a Zy ZZy qo (erstes a, speichere Z)
G a Z Z7Z  q (weiteres a, speichere Z)
G0 b Z € ¢ (erstes b, l6sche 2)
1 b Z € Q1 (weiteres b, I6sche Z)
a1 € Zy € /

Konfigurationsiibergdnge:

1. (qo,aabb, Z()) F (qo,abb, ZZ()) F (qO, bb, ZZZO> F (ql,b, ZZO) F (ql,67 Z())
F (f,e,¢)

H/_./
akzeptiert
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2. (g0, aab, Zo) - (qo,b, ZZ2Z0) F (a1, ¢, Z 7o), wobeig; ¢ F = nicht
akzeptiert

3. (qO, Clbb, Zo) H (qO, bb, ZZO) + (ql, b, Z()) F (f, b, 8), wobeib 7é € = nicht
akzeptiert

Der Kellerautomat aus dem Beispiel ist deterministisch, d.h. es istgielstens
ein Konfigurationsiibergang moglich.

Definition 10.4 Der PDAA = (Q, %, T, qo, Zo, A, F) heil3tdeterministisch, falls
die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1.Vge @ VaeXuU{e} VZ e T existiert hochstens ein Ubergang der

Form(q,a,Z,...,...) € A.
2. Existiert ein Tupelq, e, Z,...,...) € A, so existiert kein Tupel der Form
(¢g,a,Z,...,...) € Amita € .

Beispiel 10.5 L := {ww | w € {a,b}*} (Mitay ... ay:= a,, ...a;) wird von
einem nichtdeterministischen PDA akzeptiert.

Idee: Der PDA legt die erste Worthalfte im Keller ab (automatisch in umgekehrter
Reihenfolge) und vergleicht den Kellerinhalt dann mit der zweiten Worthalfte.

Nichtdeterminismus ist ndtig, da man raten muf3, wann die erste Halfte gelesen ist.

Q:{QO7Q17QQ>f}7F:{a7b720}722{a7b}7F:{f}

Al q € Zy € f (akzeptiert = ¢ - )
qo a Zy aZy ¢ «— lese und speichere die erste Worthélfte
Qo b Zy  bZy q
@ a a aa  q
@ a b ab ¢
@b a ba @
@b b b ¢
1 a a € g2 — lese zweite Worthalfte, Vergleich mit erster
0 b b € a2
qz b b € 42
@2 o a £ @ )
Qo € Zy € f «— Ubergang zum Endzustand
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Ein anderer Akzeptanzbegriff fir Kellerautomaten:

Definition 10.6 Es seiA = (@, %, T, qo, Zo, A) ein PDA ohne
Endzustandsmenge. Wir sagehakzeptiertw mit leeremKeller, falls
(qo,w, Zo) F (q,¢,¢) fur beliebigeq € Q.

N(A) := {w € ¥* | A akzeptiertw mit leerem Kelle}

Beispiel: Fur die PDAs in Beispidl0.3und 10.5gilt:
L(A) = N(A). Das muf3 aber nicht immer so sein!

Satz 10.7 Fur PDAs ist Akzeptanz mit Endzustadnden &quivalent zu Akzeptanz
mit leerem Keller, d.h. fur eine formale Spracheind &quivalent:

1. L = L(A) fur einen PDAA
2. L = N(B) fur einen PDAB

Beweis:

“l — 2" B arbeitet im Prinzip wied. Beim Erreichen eines Endzustandes leert
er den Keller. Zusatzlich muf3 verhindert werden, dal? der Keller leer wird,
ohne dalf} ein Endzustand erreicht war.

A wird erweitert um:

e neuen Anfangszustarg

e neuen Zustang; zum Leeren des Kellers
e neues Kellerstartsymbd{,

e Ubergange:

o € Xo  ZoXo qo
f € A € q1 foZEFU{Xo},fEF
1 5 Z 5 q1 furZ el'U {Xo}

Da X, in den Ubergangen voA nicht vorkommt, kann es nur entfernt
werden, wenn ein Endzustand erreicht wurde.

“2 — 1" A arbeitet im Prinzip wie3. Zusatzlich mul feststellen, wann der
Keller leer ist, und dann in einen Endzustand tGbergehen. Erkennen des
leeren Kellers durch ein neues Kellerstartsymbol.

B wird erganzt um:
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neuen Anfangszustarg

neuen Zustand, der einziger Endzustand ist
neues Kellerstartsymbd{,

Ubergange: @ € Xo  ZoXo qo
q € Xy ¢ f furalleq € Q

Satz 10.8 Fur eine formale Sprachk sind aquivalent:

1. L = L(G) fur eine kontextfreie Grammatik

2. L = N(A) fur einen PDAA
Beweis:

“l1 — 2" EsseiG = (N, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik mit = L(G).
Der zugehorige PDA simuliert Linksableitungen vGhd.h. Ableitungen
bei denen stets das am weitesten links stehende Nichtterminalsymbol ersetzt
wird.
Beachte: Jedes Wort ib(G) kann durch eine Linksableitung erzeugt
werden.
Wir definierenA = ({¢}, %, & L;N, q,S,A) mit
A:={(¢,e,4,7,¢) | A— v € PU{(¢a,a,¢,q) | a € X}
(*) (%)
(x): Anwenden einer Produktion.
(xx): Entfernen von Terminalsymbolen aus dem Keller, wenn sie mit der
Eingabe Ubereinstimmen.

Beispiel: {S — ¢, S — aSa, S — bSb} liefert Ubergange:

3

q € S € q
q € S aSa q
q € S bSb q
q a a € q
q b b q
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Die AbleitungS + aSa - abSba = abba entspricht der Konfigurationfolge
(q,abba, S) F (q,abba,aSa) F (q,bba, Sa) F (q,bba, bSba) F (q, ba, Sba) F
(g, ba, ba) &= (q,a,a) - (q,¢,¢)

Behauptung: Fiit, v € * unda € {e} UN(S U N)* gilt S g ua  gdw

(q,uv,S) E (¢, v, «) Linksableitung

Beachte: Firn = ¢ = v folgt

SEu e (qu 9k (¢.¢¢)
——
weL(G) ueEN(A)

Beweisder Behauptung:

“ <" Induktion uber die Anzahl der Ubergéange mit Transitionen der Form
(g8, 4,7,9)
“=" Induktion Uber die Lange der Linksableitung
“2 — 1" EsselA = (Q, %, T, q, Zy, A) ein PDAmitL = N(A) und
zugehoériger Grammatik'.
Nichtterminalsymbole sind Tripgb, Z,q] € @ x I x Q.

Idee: Es soll geltenp, Z, q] I(i; u € ¥* gdw A kommt vom Zustang in den

Zustandy durch Lesen vom auf dem Eingabeband und Léschen voaus
dem Keller (ohne die Symbole unt&ranzutasten).

Wie realisiert man das durch Produktionen?
PDA-Ubergangip,a, Z, X, ... X,,,p’) € A

Hier wird a auf dem Eingabeband verbraucht udlurch.X; ... X, ersetzt.
Um den Kellerinhalt unte zu erreichen, missex; . .. X,, entfernt
werden. Loschen voX; kann durch ein Nichtterminalsymbpl; 1, z;, p;]
realisiert werden.

Formale Definition:
G=(NEPS)mit N:={S}U{[p,Z.q |p,a€Q,Z €T}

P = {S - [QO7Z07Q] ‘ q € Q} U {[pa Z> Q] - a[pOlel] cee [pnlenpn] ‘
(p,CL, Z7X1 x -Xn7p0) € A7p7 q,Po5---DPn € Q7pn = Q}

Beispiel: (vgl. Beispiell0.3
(q07 Clb, ZO) - (q07 ba ZZO) - (Ch, €, ZO) - (f7 g, 5)
entspricht der Ableitung:
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S '8 [Q(b ZU7 f] '& a[q()’ Z7 QIHQM ZO7 f] 'C_T, ab[Qh Z()v f] E, ab
Behauptung: Furallg,q € Q,u € ¥*, Z € T gilt:

*

(p,u, Z) 1 (q,6,6)  gdw  [p, Z, q]

* *

Furp ={qo,z = 20 - (QO;% ZO) - (Q7€7‘€> gdW S - [qOJ ZOJQ] Fu

u

QT *

ueN(A) ueL(G)
O
Eigenschaften von kontextfreien Sprachen mit Hilfe von Kellerautomaten
zeigen:

Korollar 10.9 Es seil kontextfrei undR regular. Dannist. N R
kontextfrei.

Beweis: Es sel. = L(A) fur einen PDAA = (Q, %, T, qv, Zo, A, F) und
R = L(A’) fur einen DEAA' = (@', %, ¢}, 0", F").

Produktautomat:

B = (Q X Qla EaF7 (%»%)a ZOaAlv F x Fl)

A= {((p.p),a,Z,7,(¢,¢)) | a € Z, (p,a, Z,7,q) € Aund

o(p,a) =Y U{((pp).e, 2,7, (a,0)) | (D€, Z,7,q) € A}

Man zeigt leicht durch Induktion:

k k
((p,0'),uv,7) - ((¢:¢'),v,8) gdw  (p,uv,7) N (g,v,3) undp’ f q
Daraus folgt:

((qo’ q(,))’ u, ZO) ; <<f7 f/)a €, ﬁ) gdW (q07 u, ZO) '2 (fa €, ﬁ) und(]é) % f/
——
u€L(A) ueL(A’)

]

Bemerkung 10.10 Ist A in dem Beweis deterministisch, so auch der
konstruierte Automai, da wir 0.E. einen deterministischen endlichen Automaten
A’ fr R gewahlt hatten.

L wird von einem PDA akzeptiert L ist kontextfrei.

Beispiel 10.11 Die Sprachd. = {ww | w € {a, b}*} ist nicht kontextfrei.

Beweis: Angenommen, ist kontextfrei, dann auch
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L' :=Lna"bta™vt = {a'Va't’ |i,j > 1}
Es sei num die Zahl aus dem Pumping Lemma flit. Wir betrachten
z:=a"b"a"b" € L .
Es gibt eine Zerlegung = vvwxy mit jvwz| < n undvz # ¢, so daluwy € L'.

Da |vwz| < nist, kannvwz hdchstens 2 aufeinanderfolgende'v"-Blécke
berdhren.

_a b a | b

1. Fall
VWX

2.Fal VWX

| —

3.Fall VWX

In allen drei Fallen kanmwy kein Element vorl’ sein.
Also ist L nicht kontextfrei.
O
Bei endlichen Automaten gibt es die Potenzmengenkonstruktion, mit deren Hilfe

man aus einem NEA einen DEA errechnen kann. Fir Kellerautomaten ist so eine
Konstruktion nicht mdglich.

Definition 10.12 Eine Sprache heiléteterministisctkontextfrei @kf), falls sie
von einem deterministischen Kellerautomaten akzeptiert wird.

Ziel: L = {ww | w € {a, b}*} ist kontextfrei aber nicht deterministisch
kontextfrei.

Wir wissen bereitsL ist kontextfrei (Beispiell0.5.

Definition 10.13 Fir L C ¥* sei
Min(L) := {w € L | kein echtes Préfix vow liegtin L}.
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Lemma 10.14 st L deterministisch kontextfrei, so auch Mif).

Beweis: Es sed = (Q, %, T, qo, 20, A, F') ein DPDA mitL = L(A). Wir &ndern
A so ab, dal gilt: Wurde das erste Mal ein Endzustand erreicht, so kann danach
keiner mehr erreicht werden:

A/ = (Q/7 27 FJ 40, ZOJ Al? F)
mit
Q' =QuU{q¢} ¢ Papierkorbzustand

A=A\ (Fx (ZU{e}) xI'xI™* xQ))
W(¢,0,2,Z,4) |qg € FlaeX, Z €T}

Man sieht leicht:A” ist deterministisch und.(A’) = Min(L).
O

Beachte: Bei einem nichtdeterministischen PDA funktioniert diese Konstruktion
nicht:

u

q

Satz 10.15 L := {ww | w € {a,b}*} ist nicht deterministisch kontextfrei.

Beweis: Warel. deterministisch kontextfrei, so ware mit Bemerkury10und
Lemmal0.14auchL’ := Min(L) N (ab)* (ba)* (ab)™ (ba)*™ deterministisch
kontextfrei.

EsistL’ = {(ab)(ba)’(ab)?(ba)’ | i > j > 0} (furi < j wére(ab)'(ba)’ € L
echtes Prafix).

Da L' kontextfrei ist, gilt das Pumping Lemma. SeZahl aus dem Pumping
Lemma. Betrachte:

z = (ab)"**(ba)"(ab)" (ba)"

Damit hatz eine Zerlegung = uvwzy mit [vwz| < n, vr # ¢ unduwv'wa'y € L'
far alle: > 0.
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1. Fall: vwz im Mittelteil (ba)™(ab)™
Aufpumpen liefert entweder ein Wogt (ab)* (ba)* (ab) ™ (ba)™ oder
¢ Min(L).

2. Fall: vwzx im linken Teil (ab)" ™ (ba)™ oder im rechten Teilab)" (ba)"** liefert
sogar Wortg L.

O

Deterministisch kontextfreie Sprachen sind im Compilerbau interessant, da daftr
das Wortproblem linear entscheidbar ist (im Unterschied zu kubisch beim
CYK-Algorithmus).

(Siehe dazu Vorlesung Compilerbau oder Buch von J. Wegener - Theoretische
Informatik S.199-216.)

Satz 10.16 Ist L dkf, so auchl.
(ohne Beweis)

Beachte: Bei DPDAs kann man nicht einfardurch@ \ F' ersetzen wie bei
DEAs.

Grund: Ein DPDA hat zwei Moglichkeiten ein Wait nicht zu akzeptieren:

1. wist ganz gelesen und der Automat ist nicht in Endzustand.

2. w wird nicht ganz gelesen.

Man muf3 zunachst einen DPDA konstruieren, bei dem der 2. Fall nicht eintritt,
dann kann mat’ durch@ \ F ersetzen.

(Wegener S.193-195)
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Teil 1

Turingmaschinen sowie TypO und
Typl Sprachen

11 Turingmaschinen

[ ¢lalblalb bb aa e

q

Das Band ist einseitig unendlich, Schreib-/Lesekopf kann auf dem Band lesen und
schreiben, es gibt endlich viele Symbole unidt eine endliche Kontrolle mit

q € Q,|Q[ < oo.
Schreib-/Lesekopf:
e Liest aktuelles Symbol,

e kann es Uberschreiben,

e kann nach links/rechts gehen oder stehenbleiben.

Definition 11.1 Einenichtdeterministisch@&uringmaschineNTM) tiber dem
Eingabealphabet ist von der Form

A= (Q7 27 Fa qo, A? Qaccs QTej)

wobei

e () endliche Zustandsmenge

e I' Arbeitsalphabet miE CI',ll,¢ e '\ &
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e AC
Q \ {qgcm%"ej} X L X & X \I;/ X{L,R,O}
aktueller Zust. 9elesenes Symb. neyer Zust. neues Symb.

wobei(q,4,¢',a’, B) € A = d’ = ¢, B € {R, 0} damit die Randmarke nicht
Uberschrieben wird, und die Maschine nicht Giber den linken Rand
hinauslaufen kann.

® 0, Qace, Grej € @, Qace F Grej Hi€IbEI ISty der Anfangszustand,,.. der
akzeptierende Haltezustand upg; der verwerfende Haltezustand.

Berechnungszustanfd@nfiguration) einer NTM:

wiqwy € T x Q x IT't

| Wy | W, |

i

q

Schreib-/Lesekopf steht auf dem ersten Symbolwen

Linker Rand: Istw; # ¢, so beginntu; mit ¢.
Istw; = ¢, so beginntu, mit ¢

Konfigurationstibergange:

1. wigaws : wiq'a'wy falls (¢, a,¢',a’,0) € A
2. wibgaws Z wiq'ba’wy falls (¢, a,q¢',d’, L) € A

3. wiga wy F wid'qwe falls (¢,a,q’,d’, R) € A
— A
#e
Wichtig: w;qa : wya'g'Ufalls (¢,a,q¢,d', R) € A
Definition 11.2 Die NTM A akzeptiert die Sprache

L(A) :={w e X" | godw lZ W1 GaecWs FUr wy, we € T}

Eine Sprachd. heildtrekursivaufzahlbar, falls es eine NTM gibt mit L = L(A).

68



Beispiel 11.3 eine sehr einfache NTM

A= ({QO7 Gacce, QT’ej}a {CL, b}7 {CI,, ba ¢7 |—|}7 qo, Aa Gacce, QT’ej)
mit

A q0a¢—)q07¢aR
qo, 4 — CI07CZ>R
qo, U— Qace, |—|7 0

z.B. aa wird akzeptiert:go¢aa : tgoaa Z taqoa : taaqol : ¢aaqqecl!
L(A) =a*

Aus der Vorlesung Berechenbarkeit ist bekannt:

e Deterministische TM sind genauso stark wie nichtdeterministische TM, d.h.
sie akzeptieren auch die Klasse der rekursiv aufzahlbaren Sprachen.

e Mehrband-TM sind nicht starker als die eingefliihrten NTM.

12 Turingmaschinen und TypO Sprachen
Satz 12.1 L, = {L | L ist rekursiv aufzahlbgr

Lemma 12.2 Zu jeder Typ0 Grammatik: = (N, 3, P,.S) kann man effektiv
eine NTM A konstruieren mitL(G) = L(A).

Beweisskizze:
Wir geben eine 2-Band-TM an:

1. Band: speichert Eingahe

2. Band: Hierauf werden ausgehend vWigemal den Regeln var alle ausS
ableitbaren Worter erzeugt.

Das erzeugte Wort wird mit dem Eingabewort verglichen. Falls die Woérter
identisch sind, so geht sie ip... Sonst erzeugt sie das nachste Wort.

Genauer:
1. Kopierew vom Eingabeband auf Band 1.
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2. SchreibeS auf Band 2 und gehe nach links an den Bandanfang.

3. Gehe auf Band 2 nach rechts und wéhle (nichtdeterministisch) eine Stelle, an
der die linke Seite der anzuwendenden Produktion steht.

4. Wéahle (nichtdeterministisch) einen der Zustande Reégel., Regek
(wobeiP ={a; — B |i=1,...,k}).

5. Es sei Regel gewahlt. Uberpriife, ob; tatséchlich die Beschriftung des
Bandstiicks der Landey;| ab der gewéhlten Bandstelle ist.

6. Falls der Test erfolgreich ist, so ersetzedurch3;. Vorher miussen bei
|| < |Bi] bzw || > |5;| die Symbole# U rechts vony; entsprechend
nach rechts bzw links verschoben werden.

7. Vergleiche das auf Barlerzeugte Wort mit dem auf Baridgespeicherten
Eingabewort.

8. Wenn die Wérter gleich sind, so gehe nagh. Sonst fahre fort mit 3.

O

Lemma 12.3 Zu jeder NTMA = (Q, X, T, o, A, ace, gre;) Kann man effektiv
eine TypO Grammatiks konstruieren mit.(G) = L(A).

Beweisskizze: Die Grammatik erzeugt die Wortew € L(A) wie folgt:
1.Phase: Erzeuge gentugend grol3es Arbeitsband.
Dazu wird ein Wortw und “gentigend” viele Blanks rechts vanerzeugt.

Idee: Zur Akzeptanz vow € L(A) ben6tigtA nur einen endlichen Bandbereich.
Die Anzahl wird nichtdeterministisch geraten.

2.Phase: Auf diesem Arbeitsband simuliértlie Berechnung vonl.

3.Phase: War die Berechnung erfolgreich, so erzeuge nochmals das Wort

Damit in der zweiten Phase dasnicht verloren geht, verwenden wir spezielle
Nichtterminalsymbole aus

(Xu{u}p x I

—
Speichern vony ~ Berechnung

FormaleDefinition:

Ne={ SAB E W Q  UESU{upxT
———— . ~~
Aufbauen des Bandedufraumen am Schluf3 zystand der TM

70



Regeln:
1. Phase:S — q[¢, ¢JA

A — [a,a]Afurallea €

A— B

B — [U,U|B | ¢

Man erhalt so fur alle, ..., a, € ¥*undl > 0

S E Q¢ dlar, ai] . . . [an, ay][U, L)
2. Phase: Simuliert die TM-Berechnung in der “zweiten Spur”.
1. g[c,al — {'[c,d| falls (¢,a,q’,a’,0) € A
2. [c,blq[d,a] — ¢'[c,b]]d, '] falls (¢, a,q',a’, L) € A
3. qlc,a] — [c,d|¢ falls (¢,a,q¢',d', R) € A

Beachte: Da wir am Anfang genigend viele Blanks erzeugt haben, missen wir
hier “Nachschieben eines Blanks” nicht behandeln.

3. Phase: Aufrdumen und Erzeugen van. . . , a,,, wenn die TM akzeptiert hat.

® (ucla,b] — EaE furalleae ¥,bel

Gacelt, ¢] — E
Qace|U, 0] — E furalleb € '

Ela,b) — aE a € X,b e’ Aufraumen nach rechts

o [a,b]F — Fa a€ X bel Aufraumen nach links

ElUb —E bel
o [LLHE— E bel

¢ dE — E

o f — ¢

Man zeigt leicht:L(G) = L(A)

Abschlu3eigenschaftaron Typ0 Sprachen
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Satz 12.4

1. L, ist abgeschlossen unter N, - und:x.

2. L, istnicht abgeschlossen unter Komplement!
Beweis:

1. Abschluf3 untetJ, -, undx: wie bei kontextfreien Sprachen (Konstruktion
von Grammatiken)

Zu zeigen: Abschlul? unter; verwendet eineVT M.

Die NT M fur L, N L, verwendet zwei Bander und simuliert auf einem die
Berechnung deNT'M fur L, und auf dem anderen die Berechnung der
NT M flr Ls.

2. Die rekursiv aufzahlbaren Sprachen sind nicht unter Komplement
abgeschlossen (siehe BuKj; ist zwar rekursiv aufzahlbar, aber nicht
rekursiv=- Ly ist nicht rekursiv aufzahlbar?!).

O
Satz 12.5 Fur L, sind das Leerheitsproblem, das Wortproblem und das
Aquivalenzproblenunentscheidbar.
Beweis: siehe BUKLc,piys Lu,s Leg

O

13 Linear beschrankte Automaten und Typl
Sprachen

Typl Sprachen kénnen durch eie’ M mit linearer Platzbeschrankung
akzeptiert werden.

Definition 13.1 Ein linearbeschrankteAutomat CLBA) ist eine NTM
A=(Q.X,T, 90,4, quce; ¢rej), die zusatzlich ein rechtes Randsymbol

$ € I'\ (XU {¢}) enthalt. Dieser Randmarker darf nicht tiberschrieben werden,
und dieNT'M lauft nicht nach rechts tUber diesen Randmarker hinaus, d.h.

(¢,8,¢,d",B) € A= d =$undB € {L,0}.
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Die von dem LBAA akzeptierte Sprache ist:
L(A) :={w € ¥* | go¢w$ : W1 Gaccws fUr wy, wy € T*}.

Die Einschrankung sorgt daftir, daf3 ein LBA als Arbeitsband nur den urspriinglich
vom Eingabewort eingenommenen Bandbereich verfligbar hat.

Korollar 13.2 £, = {L | L wird von einem LBA akzeptier}

Beweis: Dieser ergibt sich direkt aus dem Beweis von $3atz

13 gn:
Da alle Produktionen von kontextsensitiven Grammatiken nichtkiirzend sind (mit

der Ausname — ¢ | ...) muf3 man auf dem zweiten Band nur ableitbare Worter
bis zur Langdw| erzeugen. Daher kommt man mit| Feldern aus.

Beachte: Zwei Bander liefern nicht ein doppelt so langes Band, sondern werden
durch ein groReres Alphabet codiert.

1] 211:
Durch Modifikation der Beweisidee aus Lemma 3gelingt es, zu einem LBA
eine Grammatik zu definieren, dieine kirzenden Regeln enthalt (dch— G mit

la| > |5]). Wie im Beweis von Sat2.4kann man zeigen, dafd man diese in eine
aquivalente kontextsensitive Grammatik Uberfiihren kann.

|deederModifikation: Da man mitw| Arbeitsfeldern auskommt, muf? man keine
zuséatzlichen erzeugen, und sie daher am Ende nicht I6schen. Dadurch fallen
kirzende Regeln weg, z.By;..[Ll,b] — E oderE[U, b — E, ....

Es gibt noch einige technische Probleme:

e LOschen der Randmarker
e Ldschen vont und des Zustandes,..

LOsung:

Fuhre diese nicht explizit ein, sondern kodiere sie in den anderen Symbolen: z.B.:
statt[a, b|g[d’, U'][a”, V"] verwend€a, b][q, a’, V'][a”, b"].

O

Satz 13.3 L, ist abgeschlossen untern, -, x und .
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Beweis:
N, -, * U.  wiebeiLy

Komplement: Schwierig; War lange ein offenes Problem; In den 80ern wurde es
unabhangig voneinander von zwei Forschern im selben Jahr gelost.

O
Es ist nocmicht bekannt, ob deterministische LBAs genauso stark sind, wie
nichtdeterministische LBAs.

Satz 13.4 Fur L, ist das Wortproblem entscheidbar.

Beweis: Da die Produktionen nicht kiirzend sind, muf3 man zur Entscheidung
“w € L(G)?" nur alle ausS ableitbaren Worter ausV U X)* der Lange< |w|
erzeugen. Dies sind nur endlich viele.

O
Korollar 13.5 Ly C Ly
Beweis: Der Beweis dafir gestaltet sich trivial: £ ist das Wortproblem
entscheidbar, i, allerdings schon unentscheidbar. Also stimmt obige
Behauptung.
ﬁo >DL1 DLy D ,Cg
O
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Teil IV

Schwierige
Entscheidungsprobleme

14 Unentscheidbare Probleme

Wir verwenden zum Nachweis der Unentscheidbarkeit eine Reduktion des
Postschen Korrespondenzproblems:

Definition 14.1 Eine Instanz des Postschen Korespondenzproblems (PKP) ist
gegeben durch zwei Folgen von Wértern:
A=wq,...,wpundB = x1,..., 2%

Eine Losung des Problems ist eine Indexfolge. . , i, mit m > 1 und
i,j €{1,...,k}, sodaB gilt:

Wiy oo Wiy, = Ly oo« Ly

m

also zum Beispiel = ab, a und B = a, ba. Eine Losung ist, 2, daaba = aba.

Satz 14.2 Das PKP ishicht entscheidbar.

Beweis: siehe BuK

Lemma 14.3 Es ist nicht entscheidbar, ob fir gegebene kontextfreie
GrammatikerGy, G, qilt:

L(G1) N L(Gy) # 0.

Beweis: Wir reduzieren das PKP auf dieses Problem, d.h. zu jeder Instanz PKP(A,
B) des PKP kann man effektiv kontextfreie Grammatikenund GGz konstruieren

mit:

PKP(A, B) hat eine Lésung gdw(G 4) N L(Gg) # 0.

Waére “L(G4) N L(Gg) # 0" entscheidbar, dann auch das PKP. Da das PKP
unentscheidbar ist, folgt die Aussage des Lemmas.

SeialsoA = wy,...,wyundB = x4, ..., 1.
SeiGy = (NA,EA,PA,SA) mit
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® NA = {SA},
o >, ::Zu{l,...,k}
N————’
Indizes

o Py:={S — w;Sxi, Sy — wii |1 <i<k}

G g wird entsprechend definiert.

Es gilt:

L(Ga) ={wiy . ..wy i .. cip |m > 10,7 € {1,...,k}}
L(Gg) ={xiy ... xi iy ...01 |m>1,0,5 €{1,...,k}}
Damit gilt:

L(GA) N L(Gp) #0

gdw3m > 1,3y, ... 0 € {1,..., k} mit
wllwlmZlezl’“iElmZle

gdw PKP(A, B) hat Losungi; . . . ,,)

O
Da jede kontextfreie Sprache auch kontextsensitiv ist,£indnter Durchschnitt
abgeschlossen ist, folgt:

Satz 14.4 Fur L, ist das Leerheitsproblem und das Aquivalenzproblem
unentscheidbar.

Beachte: Das Leerheitsproblem ist ein Spezialfall des Aquivalenzproblems:
L(G) = L =1L
(G) =0 gdw L(G) = L( G )
L(Gg)=0

Bei kontextfreien Sprachen ist das Leerheitsproblem entscheidbar. Aber
kontextfreie Sprachen sind nicht unteabgeschlossen.

Satz 14.5 Fir L, ist dasAquivalenzproblem unentscheidbar.

Beweis: Die Spracheh(G ) und L(G ) sind sogar deterministisch kontextfrei.
Was macht ein deterministischer Kellerautomat£{é 4)?

Liestw;; ... w;,, in den Keller. Wenn der erste Index (nattrliche Zahl) auf dem
Eingabeband gelesen wird, so testet (Fvidbergangen) der Automat, dig,,, im
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Keller steht etc ... Man kann sich leicht iberlegen, daf3 dies wirklich
deterministisch geht.

Da die deterministisch kontextfreien Sprachen unter Komplement abgeschlossen
sind, kann man effektiv eine kontextfreie Grammaiik konstruieren mit

L(Ga) = L(Ga).

Nun gilt: L(G4) N L(Gg) # () gdw
L(Gp) C L(G4) gdw
L(Gp)UL(Ga) = L(Ga)

kf wegen Abschlul? unter kf

ist ein Aquivalenzproblem.

Ware das Aquivalenzproblem entscheidbar, so auch die Frage
“L(Ga)N L(Gpg) # 0?". Dies ist jedoch nicht entscheidbar.

15 Das Aquivalenzproblem fur regulare
Sprachen

Wissen: Das Leerheitsproblem und das Wortproblem sind polynomiell
entscheidbar. Das Aquivalenzproblem ist entscheidbar durch Reduktion auf das
Leerheitsproblem.

Problem: Bei nichtdeterministischen Automaten kann der Potenzmengenautomat
exponentiell grol3 sein. Wir werden zeigen:

1. Das Aquivalenzproblem kann mit polynomielledPhatzaufwand geldst
werden, d.h. das Problem ist in deomplexitatsklass® SPACE.

2. Es geht nicht besser. Das ProblemRSIPACE-hart, d.h. jedes Problem in
PSPACE kann mit polynomiellem Zeitaufwand auf das Aquivalenzproblem
reduziert werden.

DaNP C PSPACE, heil’t das, daR das Aquivalenzproblem fiir regulare
Sprachen wahrscheinlich nicht in polynomieller Zeit I6sbar ist (nur wenn
P=NP ist, was unwahrscheinlich ist).
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Satz 15.1 DasAquivalenzproblem fiir regulare Sprachen ist in PSPACE.

Beweis: Da die Transformation von regularen Ausdriicken in NEAs polynomiell
(Zeit und Platz) ist, konnen wir ohne Einschrankung annehmen, daf3 die Sprachen
durch NEAs

Ai = (Qi7z>q0i>A7Fi) (Z: 172)
gegeben sind.

Offenbar ist ‘L.(A;) = L(A3)?” mit polynomiellem Platzaufwand entscheidbar
gdw die Frage L(A;) # L(A3)?” mit polynomiellem Platzaufwand entscheidbar
ist.

Satzvon SavitchKomplexitatstheorie

PSPACE = NPSPACE

PSPACE polynomiell-platzbeschrénkte DTM
NPSPACE polynomiell-platzbeschrankte NTM

Es genugt daher, emichtdeterministisches Verfahren zur Entscheidung von
“L(Ay) # L(A2)?” anzugeben.

Idee: Es sei’; der durch Potenzmengenkonstruktion erhaltene DEA ziMan
kann A’; zwar nicht vollstandig mit polynomiellem Platz konstruieren, aber jeden
einzelnen Zustan& C @, kann man mit linearem Aufwand speichern.

Jeder Zustandstibergang vaf:

oar;(Pra) :=={q€Q;|3Ip€P:(paq) €}
bendtigt polynomiellen Platz. Das nichtdeterministische Verfahren rat jetzt
sukzessive Buchstaben, a, ... € ¥ und berechnet in jedem Schritt

94,({qos}, a1 ... an) C Q;. Nur diese beiden aktuellen Zustande v&in und A’y
mussen im Speicher gehalten werden.

Das Verfahren akzeptiert (d.h. antwortét(‘4,) # L(As)"), falls einer der beiden
Zustande ein Endzustand ist und der andere nicht.

Noch zu zeigen: Das Problem ist PSPACE-hart, d.h. die Berechnung jeder
polynomiell platzbeschrankten TM lafRt sich durch das Aquivalenzproblem mit
polynomiellem Aufwand simulieren.
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Lemma 15.2 Esseid = (Q, %, T, o, 0, ace, ¢rej) €iNE deterministische
Turingmaschine, deren Platzbedarf durch ein Polypom) beschrankt ist. Dann
gibt es ein Polynomg so, dald man fir jedesc >* einen regularen AusdrueKx)
in Zeit ¢(|x|) konstruieren kann, mit ¢ L(A) gdwr(z) ist Aquivalent zi*.

Beweis: Konfigurationsfolgen voA kann man darstellen in der Form:
Hwi#waF# . . . #w, 7, wobeiw; L&nge p(]x|) hat.

denn: A benétigt ja zum Akzeptieren vannur p(|z|) viel Platz. Um den
jeweiligen Zustand zu kodieren, verwenden wir das Alphabet
Ay = AU{#}, wobeiA =T U@ xTI.

[¢[ajablbjal

z.B. L q wird beschrieben durc¥aalq, blba#

Idee:r(x) beschreibt diejenigen Worter, digcht Konfigurationsfolgen einer
akzeptierenden Berechnung fiidarstellen.

Insbesondere beschreibt r(x) genau data Worter, wenn es keine solche Folge
gibt, d.h.xz ¢ L(A) ist.

Es sei nurjz| = nundz = a; ... a,. Ein Wortw € A heif3t
p(n)-Konfigurationswort, wenn es ein> 1 gibt mit w = #w,# . . . .wi#, wobei
|w;| = p(n) undw; € I'*(Q x I')Q*.

Man Uberlegt sich leicht, da3 € A%, genau dankeine akzeptierende
Berechnung vo fir = beschreibt, wenn einer der folgenden Falle eintrifft:

1. wist kein Konfigurationswort, d.h. es beschreibt gar keine Berechnung,
insbesondere keine akzeptierende.

2. Die Anfangskonfiguration ist falsch, d.l. beginnt nicht mitgw, # flr
wy = [go, a1]as . . . .a, (L)PM ™

3. Es wird nichtg,.. erreicht, d.haw enthélt kein Symbol aug,.. x I’

4. w enthalt#w;#w;,1#, wobeiw;,; nicht die Folgekonfiguration zw; ist.

Wir schreibenr(z) alsA + B + C + D, wobeiA,B,C,D genau die Falle 1.-4.
abdecken.
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r(r)=A+B+C+D

Abkurzung: FurS = {d,, ...d,,} € A, schreiben wirS anstelle von
dy+...+d,. SstehtfurS-...-S.
—_——

i-mal

Der regulare Ausdruck A: A =

A+ kein #

A*HA* nur ein #

AAYL + Ay A+ beginnt oder endet nicht mit #

AWE R TTAWES kein Zustand zwischen 2 #

ALFHFA(Q x T)A*(Q x T')A*#A%+ mindestens 2 Zustande zwischen 2 #

AL NPT NS, + mehr als p(n) Symbole zwischen 2 #

Ag+ A1+ ..o+ Apmy—1 weniger als p(n) Symbole zwischen zwei #

wobeiA; = AL#AHAY.

Man sieht leicht:

e A beschreibt genau die Worter Gb&t,, die nicht
p(n)-Konfigurationsworter sind.

e Die Lange vond istin O(p(n)?).

Wenn wir die Ausdriicke fur 2.-4. schreiben, kénnen wir ohne
Einschrankung davon ausgehen, dal3 die zu beschreibenden Woérter
p(n)-Konfigurationsworter sind, da sie sonst schod isind.

Der regulare Ausdruck B: wird geschrieben al® = B; + ... + B, wobei

By = #(A\{lgo, ] }) AP TTHAL
By = #ATHA\{a)APMTIHAL  (1<i<n)
Bi = #ATHA\{UHAPITHAL  (n < i < p(n))

GroRe:O(p(n)?).
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Der regulare Ausdruck C"

(A# \ ({Qacc} X F))*

GrolRe: konstant

Der regulare Ausdruck D: Wir betrachten zunachst den Fall, bei dem die
Konfigurationen zusammenpassen, d.h#w;#w; 1# . .. Fur drei
aufeinanderfolgende Symbate ¢, c3 in #w; ist dann das Symbol,das
p(n) + 1 Symbole rechts von, steht,

[ €1]C2Cs] = | [ ]

eindeutig durchy, o, c3 bestimmt:

e Sindcy, co,c3 € T' (kein Zustand), so ist dieses Symbol gleigh

e Sindcy, ¢y € T'und istes = [g, a] und istd(q,a) = (p,b, L), SO ist
dieses Symbol gleicp, cs].

e efCc...

Es bezeichng (¢, ¢y, ¢3) jeweils dieses Symbol (das man aus der
Ubergangsfunktion der Turingmaschine ablesen kann). Danit die
Summe der Ausdrucke

Dc1,02,03 = A*#ClcQC?)AZé(n)il(A# \ {f(cb Co, 03)}>A;€
far C1,C2,C3 € A#

GroRRe:O(p(n))

Insgesamtr(x) kann mit Zeitaufwand) (p(n)?) berechnet werden. d.p’. := p?
O

Satz 15.3 Das Aquivalenzproblem fir regulare Ausdriicke ist
PSPACE-vollstandig.

Beweis: Mit Satz15.1ist das Problenm PSPACE. Es genulgt zu zeigen, dal das
Problem PSPACE-hart ist, d.h. jedes Problem in PSPACE kann in polynomieller
Zeit auf das Aquivalenzproblem reduziert werden.

Es sei ein Problem in PSPACE gegeben, d.h. eine Spractie durch eine
deterministische Turingmaschigemit Platzbeschrankungn) fur ein Polynonp
akzeptiert wird.

81



Mit Lemma15.2gibt es ein Polynom’, so dal3 wir zu jedem Wort mit Aufwand
O(p'(|x|)) einen reguléren AusdruaKz) konstruieren kbnnen mit:

r¢ L=L(A) < r(x)beschreibt die Menge aller Worter
—_— ——m———

bel. PSPACE Problem Aquivalenzproblem fiir regulére Ausdriicke

EXPTIME

PSPACE

N

CONP

D%
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